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Voi-wort. 

Die nachstehenden Ausführungen sollen bezwecken, ein 
interessantes Gebiet der Geometrie in mehrdimensionalen 
Bäumen zu erschließen. Es handelt sich um die linearen 
Komplexe in mehr als drei Dimensionen. Diese Arbeit 
selbst behandelt nur die Komplexe im vier- und fünf- 
dimensionalen Eaum ziemlich ausführlich. Es ist im 
übrigen mehr darauf abgesehen worden, die äußerst ein- 
fache und Ökonomisehe Art der analytischen Behandlung 
dieses Gebietes zum Ausdruck zu bringen. Vorausgeschickt 
werde, daß ich mich durchweg der homogenen Schreib- 
weise bediente und trachtete, den Formen- und invarianten - 
theoretischen Teil der Ausführungen besonders hervor- 
zuheben. Es fällt demgemäß jede Metrik im Sinne der 
euklidischen Geometrie weg. 

Die Schreibweise schließt sich ganz der von Aronhold- 
Clebsch eingeführten symbolischen Darstellung an. Es 
liegt in dieser Eichtung wohl schon eine Arbeit von 
E. Waelsch vor (Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie, 
Sitzungsberichte der k. Akad. d. Wissensch., Wien, 5./12. 89) ; 
doch scheint es mir, daß sich diese Schreibart weniger an 
die gewöhnliche Symbolik anschließt. Es ist vielleicht 
nicht unnütz, zu erwähnen, daß ich diese Schreibart, ohne 
von der Arbeit von Waelsch zu wissen, selbständig be- 
gründete; daraus mag sich manche Abweichung in der 
Bezeichnung erklären. 

Der Abschnitt I gibt eine ausführliche Erklärung der 
komplexsymbolischen Darstellung und einige Anwendungen. 
Als weitere Anwendung und Anregung für Arbeiten in 
dieser Eichtung sind die Abschnitte II und III bestimmt. 
In den Abschnitten IV, V und VI hoffe ich etwas Neues 
zu bringen. Sie dienen als Vorarbeit für eine allgemeine 
Theorie im Ä„, 



IV Vorwort. 

Im VIII. Abschnitt wird gezeigt, daß durch die sym- 
bolischen Methoden in der „analytischen Geometrie der 
Lage" tatsächlich die eleganteste und einfachste Behand- 
lungsart geboten wird, da hierdurch gewissermaßen mit 
den geometrischen Gebilden selbst mathematisch operiert 
wird. 

Für diejenigen, welche mit den symbolischen Eech- 
iiungen weniger vertraut sind, empfehle ich die diesbezüg- 
lichen Kapitel in dem Werke Clebsch- Lindemann, Vor- 
lesungen, Bd. I zur Orientierung. 

Ich kann nicht umhin, an dieser Stelle dem Herrn 
k. k. Professor der Universität Innsbruck, Dr. Konrad 
Zindler, für manchen guten Bat und für die Durchsicht 
von Teilen des Manuskriptes meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Chiesa di Lavarone, im Juli 1908. 

Der Verfasser. 
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I. Abschnitt. 

Der lineare Komplex im dreidimensionalen 

Ranme. 

1. Die Symbolik. 

Unter einem Symbol versteht man in der Invarianten- 
tbeorie ein mathematisches Zeichen, das allein keinen Sinn 
hat, sondern erst mit einer oder mehreren Größen zu- 
sammen, denen man dieselbe Bedeutung beilegt, eine 
wirkliche Zahl darstellt. Durch diese Unselbständigkeit 
eines Symbols werden diese den Atomen oder Eadikalen 
der Chemie vergleichbar. 

Das Zustandekommen von wirklichen Zahlen aus 
Symbolen erfolgt durch Multiplikation. Hieraus ergibt 
sich sofort eine Zweiteilung der Symbole: 1. Solche, bei 
denen das kommutative Gesetz gilt, nenne ich „gewöhn- 
liche** Symbole; 2. solche, bei denen das kommutative 
Gesetz nicht gilt, diese nenne ich „Komplexsymbole". 

Die Symbole bezeichnet man durch Buchstaben oder 
Ziffern mit einem angehängten Index, der die Zahlen 1, 
2, 3, . . . , n + 1 durchläuft, je nach der Dimensionszahl n 
des Qperationsraumes. Ich spreche daher von 1-, 2-, . . ., 
w-dimensionalen Symbolen. 

Sind m gleichartige Symbole zu vereinigen, um eine 
wirkliche Zahl zu bilden, so nenne ich das Symbol 
m-fältig. So st»»llt z. B. aj ^ {a^x^ + «2^2)** i^ ^^ Theorie 
der binären Formen eine Form wter Ordnung dar. Die 
Oi sind hier gewöhnliche, eindimensionale und n-fältige 
Symbole. 

Weitzenböck, Eomplexsymbolik. 'V 



2 I. Abschnitt. Der lineaj;e ^oiri^I^x im dreidimensionalen Baume. 

a)\G*.Wöhiiliche Symbole. 

Ich stelle hier nur das Wichtigste zusammen, was 
späte? -f^*. Texte verwendet wird, da ausführlichere Er- 
läuterungen in vielen Werken leicht nachzuschlagen sind*). 
• Die zwei wichtigsten Ausdrücke der Formentheorie, 
welche invarianten Charakter tragen, sind die Summe und 
die Determinante von homogenen Größen, wiez. B. u^=uixi 
+ U2X2 + W3a?3 und 

a?i X9. Xo 



(xyz) 



Vi Vi 



80 ist z. B. durch ai = in der Geometrie der Ebeiiie 
eine Gerade, durch a^^ = ein Kegelschnitt dargestellt. 
In letzter Gleichung sind die a/ gewöhnliche, zwetfältige 
und zweidimensionale Symbole, also 

Wie leicht einzusehen, sind einfältige Symbole mit wirk- 
lichen Zahlen identisch. 

Wenn in symbolischen Ausdrücken Koeffizienten in 
höherem als vom ersten Grade vorkommen, und diese 
Koeffizienten symbolisch dargestellt sind, so könnten beim 
Ausrechnen Zweideutigkeiten entstehen. Wie bekannt, hilft 
man sich dann dadurch, daß man für dasselbe Symbol ai 
einen anderen Buchstaben, z. B. &/, schreibt und dann 
alle «i, 5* usw. für sich zu Zahlen vereinigt. 

Ich stelle nun hier die wichtigsten Identitäten zum 
Umformen von Ausdrücken ^jisammen. 

Für das binäre Gebiet: 

Da 



ailW.i^ 



so wird entwickelt: 






= 



(1) 



(«'60 ci + (e'a') bi + {Ve') a^ = 



*) VgL z. B. Clebsoh, Die Theorie der binären Formen oder 
Clebsoh-Lindemann, Vorlesungen, Bd. I, 3. Abteilung. 



1. Die Symbolik. 3 

und hieraus für Xi = di, X2 = —di 

(2) (a'b') je'd') + (e'a') (b'd') + (b'c') (a'd') = . 
Für die Ebene erhält man ans 

iameidi\ = 

(3) (b'e'd') ai - je'd'a') K + iß.'a'h') cj - {a'h'e')di = 



(4) 



Für coi = («70» ^™^ hieraus: 

+ {d'a'h') jc'e'f) - (a^&^cQ (d'e'H = . 

Ist hier di = /"/, so wird: 

(5) (b'c'd') (a'e'd') - jc'd'a') jVe'd') + {d'a'h') {c'e'd') = . 

Schließlich haben wir im quaternären Gebiet oder für 
die analytische Geometrie des Eaumes, da 

\amcidie:,\ = 0, 

I (rc'd'e')ai + {crd'e'a')hi + (d'e'a'y)ci 

^^^ I + {e'a'Vc') di + {a'yc'd") ei = 0. 



Daraus folgt für Xi= {f^g'h% , wenn wir den Strich weg- 
lassen: 

(hcde) (afgh) + (cdea) jhfgh) + (deah) (cfgh) 
+ {eahc) (dfgh) + (ah cd) (efgh) = . 

Ist hier ei = fi, so wird: 

(hcde) (aegh) + (cdea) (heg h) + (deah) (cegh) 
+ (eahc) (degh) ^0 . 



(7) 



(8) 



Ist außerdem di = gi, so wird: 

(9) (hcde) (aedh) + (cdea) (hedh) + (deah) (cedh) ^ . 

Hier kommen nur noch sechs Größenreihen vor; bei 
weniger ist eine Identität mit vierreihigen Determinanten 
nicht mehr möglich. 



4 L Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Baume. 

b) Komplexsymbole. 

Ich behandle hier vorläufig nur die dreidimensionalen, 
zweifältigen Komplexsymbole. Um ein solches gleich zu 
erkennen, benutzen wir für die Komplexsymbole die Buch- 
staben 2>i Qf ^j ^j Qj •••; nur wenn es ausdrücklich 
betont wird, sind a, &, a, ^8 als Komplexsymbole auf- 
zutauen. 

Für ein zweifältiges Komplexsymbol gilt die Gleichung 

(10) PiPik = —PkPi 
oder in wirklichen Zahlen: 

Pik = —Pki . 

Man sieht sofort, daß beim Eechnen auf die Schreib- 
weise genau zu achten ist. Wir nehmen immer, da wir 
ja von links nach rechts schreiben, ein linksstehendes 
Symbol als erstes an, d. h. wir setzen für das Produkt pip^ 
die Größe Pit- I^*^ Komponieren einer wirklichen Zahl 
aus Komplexsymbolen erfolgt also nicht allein durch 
Multiplikation; es ist hierbei auf die gegenseitige Stellung, 
die die betreffenden Symbole in der Gleichung einnehmen, 
zu achten. Man könnte die Komplexsymbole daher auch 
Vektorsymbole nennen, da sie in bezug auf ein Kompo- 
nieren derselben die Festlegung eines bestimmten Sinnes 
erfordern. 

Aus (10) folgt für i = lc: 

(11) y? = Pii - . 

Wir gehen nun daran, die Summen- und Determinanten- 
form für zweifältige Komplexsymbole zu untersuchen. 
Es sei also wieder wie oben: 

Das Produkt pu'Pif gibt dann, wobei beim Ausmulti- 
plizieren der zwei Polynome pu' und pv' genau auf links 
und rechts zu achten ist und da 2>i< == : 

Pu'Pff = l^isC^'^^Ois + Pif^{n'v\^ + Pi4.{^''^\^ + Pizi'^'v^^ 

+ 2>34(^''«?084 + 2>42 («*''» O42 • 

Hierbei ist 
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Es ist also 

(12) Vu'Vv' = 2piic{u'v%jc ; 

daraus folgt für u'==v': 

(13) vi = . 

(13) ergibt sich auch aus der Eplation pu'Vff = —p^Vw • 
In (13) sind die ui beliebige Größen, nur keine Komplox- 
symbole, jnsbesondere ist auch Pa' '-^ , wenn ai gewöhn- 
liche, zweifältige Symbole sind. 

> Wir setzen nun für ui und vi Komplexsymbole qi. 
Aus {u^v%je wird dann 

{q'q%k--qiqi-qiqi=^2qik. 
Somit wird aus (12): 

(14) pl' = 2ZpaqU. 

Sind i, Tc, m, n die vier Zahlen 1, 2, 3, 4, so setzen 
wir immer pn = pinn , wobei von den Paaren {i h) und (mn) 
immerfolgende zusammengehören : (12) und (34), (13) und(42), 
(14) und (23). Hierdurch werden auf der rechten Seite 
von (14) Minuszeichen vermieden. Die Indexgruppen von 
zwei zusammengehörigen Paaren nennt man „komplementär". 

Aus (14) wird dann: 

pl-=22pikqmn = 2 2:p;n„qmn, • 
also 

(15) p:^-p;^ 

Für piie = qik oder, wie wir abgekürzt schreiben wollen, 
für p^ =^ g2 fQig^ aus (14) noch 

(16) P> = MPi2 P34 + Pn P42 + Pi4 P23) ' 

Wir gehen nun zu den Determinanten über, welche 
Komplexsymbole enthalten. Eine solche trat uns schon 

pipi 



in dem Ausdrucke {p'p\k = 



gegenüber. Wir sahen. 



PiPk 

daß (p'p')ik = 2pipk = 2pik war. Es ist hier offenbar 
der Satz aus der Determinantentheorie, daß eine Deter- 
minante mit zwei gleichen Eeihen verschwindet, auf 
Komplexsymbole nicht übertragbar, insofern die beiden 
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gleichen Eeihen dieselben Komplexsymbole enthalten. 
Entwickelt man 

Vi Pk ■ 

Vi Pk\ 

nach der ersten Zeile, so wird {piPk — PkPi) = ^Pik] ent- 
wickelt man aber nach der ersten Kolonne, so erhält man 
PiPk — PiPk ^ . Um hier mit dem früheren Eesultat 
übereinzustimmen, müssen wir den Minor p^ von pi der 
zweiten Zeile nicht wie gewöhnlich negativ, sondern positiv 
einführen, so daß man auch PiPk + PiPk=^^Pik erhält. 
Für eine Determinante, welche zwei Eeihen gleich- 
artiger Komplexsymbole enthält, gelten also nicht die ge- 
wöhnlichen Eegeln für die Ausrechnung einer Determinante. 
Insbesondere verschwindet z. B. die vierreihige Determi- 
nante (ppxy) nicht identisch, obwohl zwei gleiche Eeihen 
vorkommen. Entwickeln wir 



(ppxy) = 



nach der ersten Zeile ganz normal, so wird 

(ppxy) = 22:pnixy)mn' 

Entwickelt man aber nach der ersten Kolonne, so muß 
die Unterdeterminante von p^^ der zweiten Zeile nicht wie 
gewöhnlich negativ, sondern positiv eingeführt werden. 
Nach zweireihigen Minoren entwickelt, gibt 

(17) {ppxy) = 2i:pii(xy)^n 
oder auch 

(ppxy) =2 ^Pmn{x y)mn , 

also nach (12) 

(18) (ppxy) = 2pipi. 

Setzt man hier x = y = qi, so wird, wenn g^ Komplex- 
symbole sind: 

(19) (ppqq)-(p'q') = 2p:r. 



Vi 


V2 


Vi 


Vi 


Pl 


Vi 


Vi 


Vi. 


<Bl 


Xi 


iCs 


«4 


Vi 


Vi 


Vi 


Vi 



1. Die Symbolik. 7 

Haben hier p^ und q^ dieselbe Bedentnng, so ist nach (16) 

(20) (p y g g) = 8(pi2 VsA + Vis P42 + Via V^z) == (p'p'g'gQ - 
Führt man uivy — viuy aus, so wird: 

wo sich die Summe auf alle sechs Indexkombinationen eir 
streckt. Wir setzen hierfür, analog der Summe ui = HiUcDi , 
die Abkürzung (t*'t?0(«y)7 ^^^ 

(21) ulcvj — <u'y=- {u'v%y) = (a?y)(tt-to . 
Daraus wird für u'=^v'==p' 

(22) {V'v%y)-2pipi^(ppxy). 
Ist hier weiter Xi^ yi = qi, so kommt 

(23) (p>0(,,) = 2 p^. = 2 p-^ = (p y g g) = (p^y^g^gQ . 

Wir gehen nun daran, die Formeln (6) und (7) für 
den Fall aufzustellen, daß unter den Größenreihen a« , &i , 
Ci, ... auch Komplexsymbole vorkommen. Setzt man 
in (6) statt a/ und &< die Komplexsymbole pi ein und 
berücksichtigt das über Determinanten mit Komplex- 
symbolen Gesagte bei der Entwicklung von 



Pi 


P2 


Pz Pi P, 


vi 


Pi 


Pa vi P'z 


oi 


Ci 


. . ci 


d[ 


' 


. . di 


ei 


. 


. . ei 



nach der letzten Kolonne, so erhält man: 

-2(p'c'd'e')pi + {d'e'p'pyi + {e'p'p'c')di 
+ (l>'p'c'd^ei = 
oder nach Anwendung von (18) auf die letzten drei Glieder: 
(24) (p'c'd'e')pi = Pd^pe^ci + pt/pcdi + pe'Pd^ej ♦). 
Wir können ebenso die Determinante 

1PiP2^8^4^«'| 

*) Vgl. die im Vorwort genannte Arbeit von Waelsch. 
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entwickeln und erhalten dann eine Gleichung, die aus (25) 
entsteht, wenn wir p\ c% d\ e\ x durch p^ c^ d^ e^ u' 
ersetzen, also 

(25) {pcde)pu'^ Vd/pjcu^ + yiyidu' + pipi eu' . 

Formel (24) und (25) nennen wir zueinander dual, was 
weiter unten näher begründet wird. 

Setzen wir in (6) nicht nur a'= b'= 2^', sondern auch 
c'= d'= q\ so wird: 

• 2(p'q'q'e^pi = -2{q'e'p'p')qi + {p'p'q'q')ei , 
also nach (18) und (19): 

(26) gp^ qu' pi = -pg' pu' qi + ip}' K % 
die dazu duale Formel wird: 

(26a) qj qj pu' = -qp' quf pi + j pj^ K . 



(26) und (26 a) sind zwei wichtige Identitäten, welche 
wir oft anwenden werden. 

Haben p^ und q^ dieselbe Bedeutung, sind also mit- 
einander vertauschbar, so können wir im ersten Term 
rechts von (26) p mit q vertauschen und ihn dann nach 
links schaffen. Hierdurch wird: 

(27) qpqu'Px = PrPwqi ^ i?>?-< » 

Wir setzen nun in (7) für a und e . , . p , für h und 
f ' ' - q^ für c und g , . , jt, schließlich für d und h , , , q\ 
dann werden das erste und letzte Glied in (7) einander 
gleich und es kommt: 

—2{pq7iQ)^ + {nQpp) {qqn q) + {qp p q) (jtqjt q) 

+ {ppq7t){Qq7tQ) = 
oder 

(28) (pq7tQr = 2p;,p^q;,g^ + 2p^pi7i^7ti + 2pip;,QiQ;,. 

Sind hierp2^ ^2^ ^2^ ^2 gleichbedeutend, so wird durch 
Anwendung von (27) auf die drei Terme der rechten Seite 
in (28): 

(29) {pq^Q?-Uvir = UP'.r' 

*) VgL die im Vorwort genannte Arbeit von Waelsch. 
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Hiermit haben wir die wichtigsten Identitäten zwischen 
Größen, unter denen zweifältige und dreidimensionale 
Komplexsymbole vorkommen, erledigt. Wir wenden uns 
nun zur Anwendung dieser Symbolik auf die analytische 
Geometrie des dreidimensionalen Baumes. 



2. Punkt, Ebene und Gerade. 

Wir bezeichnen die Koordinaten von Punkten durch 
die Buchstaben a?i, y», «<, . . . Bin einzelner Punkt ist be- 
stimmt durch die eine Größenreihe a?! , a?2 > ^s > ^4» Eine 
Gerade ist durch zwei Punkte x und y, also analytisch 
durch die zwei Eeihen von Größen 



\^y\ 



Xi a?2 ^3 ^4 

Vi Vi Vs y4: 



festgelegt. 

Bei einer Ebene endlich genügen drei Größenreihen: 



\xyz\ = 



X, 



HOa 



Vi y% Vs y4. 



zu ihrer Bestimmung. 

Aus diesen Größenreihen, welche wir gleich in Ma- 
trixen zusammenstellten, bildet man nun die Begriffe der 
Koordinaten von Gerade und Ebene. Wir beginnen bei 
der Ebene. 

Aus den drei Größenreihen Xi , y» und Zi von je vier 

Punktkoordinaten lassen sich L J = 4 dreireihige Deter- 
minanten {xyz)i, bilden, welche man die „Koordinaten der 
Ebene xyz^'' nennt. Es erscheint also die Ebene, so wie 
der Punkt, durch vier Größen (auf deren Verhältnis es nur 
ankommt) festgelegt. Dies verleiht den soeben definierten 
Koordinaten in Determinantenform selbständigen Charakter, 
wie es ja auch nach dem Dualitätsprinzipe sein muß. 

Wir bezeichnen im folgenden die vier Koordinaten 
einer Ebene durch u\ v\ w% ... 

Bei der Geraden erhält man aus der Matrix \xy\ 

L) = 6 homogene Größen {xy)n, die „Strahlkoordinaten" 
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der Geraden xy , Diese Größen bezeichnen wir mit 2><t« 
Zwischen ihnen besteht eine Identität, da es nur oo* Ge- 
rade im jßg gibt. Man erhält sie aus {xyxy)^0 in der 
Form 

2(2>12 P34 + 2>13 2>42 + 2>14 Vis) = . 

Hier können wir nun die Zahlen 2><t durch Komplex- 
symbole darstellen, denn die dazu nötigen Bedingungen 
Pik = —Pki^ Vii = sind erfüllt. Dann erhält obige 
Identität nach (16) folgende Gestalt: 

(30) vl. = 0. 



Die Gerade ist im JR3 zu sich selbst reziprok, man 
erhält daher auch aus den zwei Größenreihen ui und vi 
für die Geraden sechs Koordinaten !>/* == (t*'t?Oit> die 
Achsei\koordinaten der Geraden. Zwischen ihnen besteht 
wieder die Identität |)^^ ^ , die nichts anderes als (30) 
ist, da sich leicht zeigen läßt, daß man für pü . . . Qfmn 
setzen kann, wo * fc komplementär zumn ist. Wir nehmen 
weiterhin immer pik = pmn an, wodurch die Allgemeinheit 
der Eechnung in keiner Weise beeinträchtigt wird. 

Man sieht hier, daß mit einem einzigen Buchstaben p 
eine einzige Gerade bezeichnet ist; p^jc sind ihre Strahl-, 
Pik ihre Achsenkoordinaten. Es wird hierdurch an Zeichen 
gespart, was bei Eechnungon, in denen mehrere Gerade 
auftreten, sehr wünschenswert erscheint. Bezeichnet man 
doch auch in Figuren eine Gerade mit einem einzigen 
Buchstaben. Die analytische Unterscheidung von Strahl- 
oder Achsenkoordinaten erfolgt durch den Strich. Indem 
wir nun durchweg Koordinaten von Ebenen mit Strich, 
Koordinaten von Punkten ohne Strich schreiben, wird 
eine gleichmäßige Schreibweise erreicht. Jede Summe ui 
mit invariantem Charakter enthält dann ein' gestrichenes 
und ein ungestrichenes Symbol. Hierdurch erklärt es sich 
auch, daß wir die Ebenenkoordinaten mit v4 und nicht 
mit iii schlechtweg bezeichneten; femer, daß wir z. B. auf 
S. 2 für die Gleichung eines Kegelschnittes a^^ = 
schrieben und nicht wie gewöhnlich al = . 

Durch diese Schreibweise wird ferner bewirkt, daß in 
einem Determinantenfaktor (ah cd) nur gleichartige Größen 
vorkommen, d. h. entweder lauter gestrichene oder un- 
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gestrichene. Eine Determinante der Form (a'hcd) wird 
in unseren Eechnungen nie auftreten. 

Die Bedingung, daß ein Punkt x in einer Ebene n' 
liegt, drücken wir analytisch durch ui ^ a?M' = aus. 
Es ist dies für variable x die Gleichung der Ebene u\ 
für variable u^ die Gleichung des Punktes x. 

Es seien x, y und z drei Punkte. Die Geraden (xy) 
und (zy) haben die Koordinaten 

Da nun (xyzy) ^e'.O ist, so wird auch 

^{^ y)ik (« y)mn = oder Hfij, g,nn = , 

also die Bedingung, daß sich zwei Gerade p^ und q^ 
schneiden 

(31) vl=ql,=^Q. 

Läßt man hier g^* variabel, aber stets so, daß gj/ ^ 0, 
daß also durch die sechs Größen g<t eine Gerade dar- 
gestellt erscheint, so wird, wenn wir n statt q schreiben: 

(32) Ttl = oder ^;^ = , 

die „Gleichung" der Geraden p^ , gie erscheint also dar- 
gestellt durch die Gesamtheit der sie schneidenden Ge- 
raden. 

So schneidet z. B. n^ die Linie {xy)j wenn 

27iii,{xy)ij,=^Q 
ist oder nach (18) 

(33) . 7t:^jr^ = 0. 

Dies ist die Gleichung der Geraden {xy). Ebenso wird 
die Gleichung der Schnittlinie zweier Ebenen u^ und v^ 
in der zu (33) dualen Form: 

(34) n^' ^^' = . 

Hierdurch erklärt sich auch das auf S. 8 über die 
duale Form von Gleichungen Gesagte, man vertauscht 
gestrichene und ungestrichene Symbole. In dieser Ver- 
tauschung liegt das analytische Aussprechen eines dualen 
Satzes. 
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Läßt man in (33) x veränderlich und setzt n^ = p^ 
als konstant voraus, so ist 

(35) pipi-0 

die Gleichung der Ebene (p^y). Ebenso ist 

(36) Pu'Pv^-0 

die Gleichung des Schnittpunktes der Ebene t?' mit p^ . 

Wir geben nun im folgenden einige einfache Beispiele 
aus der analytischen Geometrie des Eaumes, die die große 
Ökonomie und Eleganz der Eechnung mit Komplexsym- 
bolen zeigen sollen. 

1. Es seien p^ , q^ und y gegeben. Es soll die Glei- 
chung jener Geraden durch y gefunden werden, welche p^ 
und q^ schneidet. 

Sind u^ und v^ die Ebenen (p^y) und (q^y), so ist 
^«'^„' = die Gleichung der gesuchten Geraden. Nun ist 
nach (35) für die ui und vi zu setzen: pipi und qiqi, so 
daß also die Gleichung der gesuchten Geraden wird: 

(37) ^p'^q'Piqi^O' 

Ebenso erhält man dual die Gleichung der Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte von v' mit p^ und q^: 

(38) ^v^Pf/q^/ = 0. 

Zu diesen Gleichungen gelangt man noch auf fol- 
gendem Wege, wobei wir uns nur auf (37) beschränken. 
Die drei Ebenen u\ v% w' mit den Koordinaten pipy^ 
qiqi und niny müssen durch die gesuchte Gerade gehen; 
der Schnittpunkt {u'v'w^ ist dann unbestimmt, d. h. es ist 

wo a' ganz beliebig ist. Es wird also 

{:p'q'n'o')piqi7ii = Q, 
woraus nach (25) wird, da p'y^ ^ und g^^ eee ist: 

(p'(?^7r'7rOl>;g;-a; = 0, 
also da Oy^O ^ erhält man 

(l>'q'n'jz')piq;^0, 
was nach (18) auf (37) führt. 
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Nimmt man in (37) n^ als gegeben an und läßt y 
veränderlich sein, so liegt y auf einer Geraden, die p^, q^ 
und 7t^ schneidet. Es ist also ^p'^q'Piqi = die Glei- 
chung der durch p^, q^ und n^ gegebenen Eegelfläche 
2. Ordnung; ihre Gleichung in Ebenenkoordinaten ist 
nach (38): 

Jlp TCq Pu' 5«' = . 

Sowohl (37) als auch (38) sind nur scheinbar in p^, 
q^ und jr* unsymmetrisch. Durch Anwendung von (26) 
wird aber 

Tip'Ti^Pyqy = —pjt'Pq'^iqi • 

2. Es sei a^^ = eine Fläche 2. Ordnung F2 . Der 
Schnittpunkt der Ebene u^ mit p^ hat die Koordina- 
ten PiPu^', er liegt auf F2 , wenn 

(39) apaqPu'qu' = 

ist. Ist hier p^ = q^ konstant, so ist dies die Gleichung 
der Treffpunkte von p^ mit ^2 • ^^r konstante u' ist 

(39) die Gleichung der Schnittkurve von u' mit ^2 • 

3. Zwei Punkte y und z haben bezüglich a^^ = die 
Polarebenen aiai = und aiai = 0; deren Schnittlinie wird 

Jia' 71}/ aybz = , 
oder durch Vertauschung und für {yz) = p^ 

\- Ua' ^b'{(^y &z — O^z ^y) = , 

(40) 7ll=7la^7li,^pa^pi,^^0. 

ies ist die zu p^ bezüglich F2 konjugierte Polare q^; 
meidet p^ tui pl^ = , d. h. es wird 

(41) ^a'^b'Qa'Qb' = 



Dies 
sie schneidet 



die Gleichung von F2 in Linienkoordinaten. Will man 
in (41) gestrichene Koordinaten, so wird nach (18) 

4. Es seien ^2 ^ <^ = und 02 ^ ^^^ = zwei 
Flächen 2. Ordnung. Für die Schnittpunkte XiiP + Xgy 
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der Geraden p^ =^ q^ = r^ = (xy) mit F2 und $2 ergeben 
sich die beiden quadratischen Gleichungen: 

>cla'J^+ 2xix^a'^ai + xla^^ =0, 

Diie Invarianten dieser beiden Formen sind: 

A2 = <^ßy^ - <oc;ß:,ß^ = 2p,^pß^q,^qß^ , 

A2 = <^ «r — 2 < a; öci öc; + öci^ a;2 = 4 2>a' 2>a' ffa' 9!«' •. 

Hier geben D^ und D^i gleich Null gesetzt F2 und 
$2 iii Linienkoordinaten. Ist 2>i2 = 0, so liegen die vier 
Schnittpunkte harmonisch; solche Geraden (yz) bilden 
dann den quadratischen Komplex: 

(42) ^a-^a-ga-g«- = 0> 

Fallen von den vier Schnittpunkten zwei zusammen^ 
die zu verschiedenen Flächen gehören, so ist 

AiA2-^?2 = 0, 

somit wird die Gleichung der Schnittkurve von F2 und 0^ 
in Linienkoordinaten 

(43) Pa^ Pb' qa' qb' r^^ Tß' 8^' 8ß' — Pa' Pa' gg- g^^ n^ Tß' Sf,^ 8ß^ =^ . 

Sie erscheint als besonderer Komplex 4. Grades. 

5. Schneiden sich p^ und q^j so bietet sich die Auf- 
gäbe den Schnittpunkt und die Ebene (p^q^) zu ermitteln. 

Ist y ein beliebiger Punkt des Eaumes, so hat die 
Ebene (p^y) die Gleichung pipi=^Oj q^ schneidet sie im 
gesuchten Punkte: 

(44) gu-gp-Py = 0; 

y ist hierbei ganz willkürlich. Dual erhält man die ge- 
suchte Ebene (p^q^): 

(45) qiqpPv^ = 0' 

6. Es seien p^, q^ und r^ drei Gerade, welche sich 
gegenseitig schneiden; also Pq^ = pl*=^ ql' = . Sie können 
nun entweder in einer Ebene liegen, o(ler durch einen 
Punkt gehen. Wir suchen hierfür das analytische Kenn- 
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zeichen. Liegen alle drei Geraden in einer Ebene, so 
können wir die Gleichung derselben aus zweien der Ge- 
raden, etwa p^ und q^j finden nach (45). Der Schnitt- 
punkt von r^ mit dieser Ebene (p^q^) wird dann un- 
bestimmt, d. h. 

(46) ru'rq^qpVv'^^O. 

Dual gehen p^^ q^ und r^ durch denselben Punkt, wenn 

(47) ririqp^pi = 

ist. Sind beide Bedingungen erfüllt, so gehören p^, q^ 
und r^ demselben Büschel an und es ist, wie unten ge- 
zeigt wird, /ipijt = qik + Ar^ . 

3. Der lineare Komplex. 

Die Gleichung der Geraden p^ war n^. ^ jt^^ = . 
Zwischen den pa besteht die Gleichung p^, = 0. Lassen 
wir diese fallen und schreiben a statt p , wobei die a jetzt 
Komplexsymbole sind, so ist durch 

(48) Ka = 7zl = 7Z:,^ = 

ein linearer Komplex Ka dargestellt. Wir bezeichnen 
weiterhin mit K^ den Ausdruck „linearer Komplex". 

Ist alr = All = , so ist iCa speziell, a^ ist seine Achse. 

Soll (xy) dem Ka angehören, so muß 

(49) Ey = aiai==0 

sein, ^y ist die zu y konjugierte Ebene oder Nullebene. 
Ebenso entspricht jeder Ebene v^ ein Punkt 

(50) P^^ = a^^a^^ = 0. 

l^ehmen wir statt v' in (50) Ey, so muß P„' mit y 
identisch sein, wenn diese Komplexverwandtschaft (Null- 
system) umkehrbar sein soll. Es wird dann: 

Ey = «tt' »6' ^y = 

oder nach (27) 

d. h. man erhält nur dann wieder y , wenn A^ ^ , also 
Ka nicht speziell ist. 
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Auch auf folgende Weise kommen wir zu diesem 
Eesultat. Das Nullsystem wird durch die Gleichungen 
Xul^aitty ausgedrückt und ist dann umkehrbar, wenn 
die Determinante D = \aije\ der Koeffizienten rechts nicht 
verschwindet. Es ist nun 

also nach (29) 

(51) i> = iV^?i> 

Sind y und z zwei Punkte auf p^ , so schneiden sich 
Ey und Ez längs der zu p^ bezüglich des Ka konjugierten 
Geraden Op%, Da 

Ey^aiai = und Ez = aiai=hihz -= 

ist, so wird nach (34) 

Opi ^ Tia' nv Oiy bz = ^ Ua' nv {ay bz — &y ai) 

(52) Qp* = 7ta'7lb'Pa'Pb'=-0 . 

Man bemerkt die große Analogie mit (40), nur sind 
hier die a' und y Komplexsymbole. 

Durch die zu (52) duale Gleichung erhält man eben- 
falls für 0p«: 7t!i7ibpipb = 0, was mit (52) identisch ist. 

Wir formen nun (52) mittels (26) um. Es wird 

^a'^b'O^pbp = —a^ab'Ti'pPb' + \7c%pl ; 

hier wird das erste Glied rechts nach (27) = —^Annl.^ 
also erhält man 

(53) Qp. = -\A,,^nl + \nl.pl. 

Also: „öp« gehört einem Komplexbüschel an, welches 
durch p^ und Ka bestimmt wird". Für J.^ = erhält man: 

„Die Achse eines speziellen Ka ist konjugiert zu allen 
Geraden." Soll p'^ ihre konjugierte Op% schneiden, so muß 
für p^ = q^ der Ausdruck qa'^vVa'Vb' verschwinden, oder 
es muß 

d. h. pl, = sein. Ist dies aber der Fall, so wird nach (53) 
d. h. „Jede Komplexgerade ist ihre eigene Konjugierte." 



4. Die lineare Kongruenz. 17 

4. Die lineare Kongraenz. 

Zwei lineare Komplexe Ka und Ka bestimmen ein 
Büschel {Ka , K») : Xj X« + »2 jET« = . Die c»* Geraden, 
welche allen K^ angehören, bilden eine lineare Kongruenz 0«, « 
(Netz), den „Schnitt" von Ka und Ka . Ein Komplex K,, 
des Büschels (jET«, Ka) sei 

<54) K^ = xi 7il + >c^7il'==^0 . 

Seine Invariante Ä^x wird: 

Hierbei ist a^. = a«. = -4.i2 die simultane Invariante 
beider Komplexe. 

Im Büschel {Ka , K^) gibt es also für J.xx = im all- 
gemeinen zwei spezielle Komplexe, deren Achsen die Leit- 
linien der Ga.cc sind. Aus (55) folgt für ji^x == 

^1 -^11 I ^ ^1 ^2 -^12 1 ^2 -^22 "^^ ^ 

;^ == "i (— -^12±y^l2 — -^11-^22) 7 
«2 -^11 

so daß die Gleichungen der Leitlinien werden: 

(56) i-Ä,,±fD)7tl + A,,7il.^0 

für D = AI2 — ^11^22 • (56) ist nur scheinbar bezüglich 
Ka und Ka unsymmetrisch. B ist die Diskriminante der 
Kongruenz. Ist 2> = , so fallen die Leitlinien zusammen, 
die Ca^a ist parabolisch. 

Es seien X« + AiX« = und X« + Ag X« = die Leit- 
linien. Sie schneiden sich, wenn 

^{ah + Ai (X{k) {a^n + k «mn) = 

wird, oder für 

All + ^12(^1 + ^)+ -ll^^22 = . 

Nun sind X^ und ^ aus (55) die Wurzeln, also 

^1 + ^ = 2 — , Aj Xg = — — , 

-^22 -^22 

somit erhält man als Bedingung 

-^1*2 i -^11-^22 ^^ — B == ü j 
Weitzenböck, Eomplezsymbolik. ''^ 
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d. h.: „Der Fall von zwei getrennten, sich schneidenden 
Leitlinien kommt nicht vor, wenn nicht alle K^c speziell 
sind. Die Leitlinien fallen entweder zusammen oder haben 
keinen Punkt gemeinsam." 

Ein weiterer, neuer Fall tritt ein fürJ.ii=J.i2=J.22=0, 
d. h. Ka und X« sind speziell und ihre Achsen schneiden 
sich. Dann verschwindet jedes A^^ ; alle K^ sind speziell 
und ihre Achsen schneiden die von Ka und iC«. Es 
können nun die drei Achsen von Ka^ K», Kh entweder 
durch denselben Punkt gehen oder in derselben Ebene 
liegen. Das Kennzeichen dafür gibt (46) und (47). Es 
wird z. B. (46) für Ka, Kcc und K^ gebildet: 

Q = ^Ciau'ab'h'cc ä„' + x^ ocu'oc^'hßß^' = «i 9i + ^2 Q2 • 

. Qi enthält nach (27) den Faktor Ä^^ , also Q^ ^ , 
dann ist nach (26) 

Q2 = — ««' ^u' aß ßv' = + a«' ««' ocß ßv' — i ^12 ßu' ßv' 
= aot'au'Of^ßßv' 

und dies enthält nach (27) den Faktor A^^ , somit ist 
auch Q^^O und daher Q ^ . Ebenso findet man, 
daß (47) für Ka , Ko, und K^ identisch verschwindet. Die 
Achsen der K^ bilden also ein ebenes Strahlenbüschel. 
K^^Xi7i\^-\- K<^n\»=-0 ist dann speziell und stellt eine 
Gerade r^ dar, deren Koordinaten rU = x^ a'uc + x^ ccii werden. 
Die Oa,« ist singulär. Somit haben wir bei einer 0«,« 
drei wesentlich verschiedene Arten: 1. allgemeine 0«,«, 
2. parabolische und 3. singulare Kongruenz. 

Ist y ein Punkt, so bilden die Ey bezüglich der K^ 
ein Büschel. Eine Ebene desselben hat nach (49) und (54) 
die Gleichung 

E^^^ = x^a'^a'y + x^ ä^«; = x^Ef + x^ 4*> = 

mit der Achse 7ia' tcoc' a'y (Xy -= , welche am einfachsten als 
Schnitt von Ef^ und Ef^ erhalten wird. Das Doppel- 
verhältnis der vier Ebenen Ef> , Ef> , E^^'^ , Ef) wird 

«1 ' ^1 * 
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Sind K^ und Ky die Leitlinien, so wird 

also von y unabhängig. 

Ist Jli2 = 0, so wird e = — 1, die Komplexe liegen 
involutorisch. Demgemäß kann man auch sagen: 

„Zwei spezielle K^ liegen involutorisch, wenn sich 
ihre Achsen schneiden." 

„Ein allgemeiner K^ und ein spezieller K^ liegen in- 
volutorisch, wenn die Achse des letzteren dem ersteren 
angehört." 

„Ein K^ ist speziell, wenn er mit sich selbst in- 
volutorisch ist." 

Wir kommen im Abschnitte über Komplexsysteme 
noch näher auf die Kongruenzen zurück und werden ins- 
besondere für die linearen Kongruenzen besondere Ko- 
ordinaten einführen. Hier sei noch folgen4e Aufgabe gelöst: 
Wann schneiden sich die zu p^ bezüglich Ka und Kot 
konjugierten Geraden öp« und öp«? Es ist 

öp« ^ Tla' 711/ Pa' 2>6' = , 

und die Bedingung, daß sich beide schneiden werden, 
{a'y(x'ß')parPb'qa'qß' = , 

mittels (26) und (27) umgeformt erhält man den quadratischen 

Komplex: 

(57) KlÄ,, -2A,,KaK,, + KlA,, = . 

Bilden wir aus (56) das Produkt der beiden Leitlinien, 
so kommen wir auf dieselbe Gleichung. Die gesuchten 
Geraden bilden daher einen besonderen quadratischen 
Komplex, der aus den Treffgeraden der beiden Leitlinien 
gebildet wird. 

Bei einer parabolischen 0«, « wird (57) ein vollständiges 
Quadrat; bei einer singulären 0«,« genügt jede Gerade 
der gestellten Bedingung. 
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6. Drei lineare Komplexe. 

Die drei K^ seien: K^^Ka, K^ ^= K^, K^^ K^- 
Alle Geraden, welche dem Systeme 

angehören, bilden die eine Eegekch^ 8^ einer Fläche 
2. Ordnung ga • ^i® andere Schar 82 wird von den 
Achsen der speziellen K^ des Systems 2* gebildet. Die 
Gleichung einer solchen Achse ist 

(58) x^K^ + x2K^+x^K^ = 
mit der Bedingung: 

(59) HxHii + '^'^^CiXiAa^O. 

Eine Gerade p^ schneidet eine Erzeugende der Schar 82 , 
wenn nach (58): 

ist. Dies gibt mit (59) zwei Werte für «^, wie es sein 
muß, da p^ die ^2 i^ zwei Punkten trifft und durch jeden 
dieser eine Erzeugende von 82 geht. Die beiden Lösungen 
fallen zusammen, wenn p^ = n^ die F2 tangiert. Wir er- 
halten also die Linienkoordinatengleichung W2 von ^2 i^^ 
der Form: 



(60) 





^u 


-^12 


An 


^1 


^2 = 


^1 


-^22 

As, 


-^23 

^33 


^3 




^1 


K, 


Ks 






= 



Die Forderung, daß die drei, dem Punkte x bezüglich 
iCi , K2J K^ konjugierten Ebenen demselben Büschel an- 
gehören, gibt die Gleichung von F2 in Punktkoordinaten 
[vgl. (38)]: 

(61) F2 = aaafn^ocimi^O . 

Dual wird die Gleichung in Ebenenkoordinaten: 

(62) <?2 = agamO^u^mu^^O . 

Gehen wir von ^2 ^lus, so muß $2 ^® Koeffizienten 
von gg im dritten Grade enthalten; wir sollten also in (62) 
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noch einen Faktor M hinzufügen, der in den Koeffizienten 
von J'g quadratisch ist. Wir schreiben nun statt 4^2 .. . M^^ 
und bilden die Diskriminante von ^2 ^^^^ ^^^ Formel 



i>=4-yy 



e^F. d^0. 



4, j^j^ SxiSxt; duidui' 
Wir erhalten: 

4D = M2:2:a:,(Ch^K{oCimjt + oc^mi) (ßini + ßini) 

2D^J, + J^', 

hier können wir J^ und Jg durch Anwendung von (26) 
und (27) durch die Äu und Ai^ ausdrücken. Wir unter- 
lassen hier diese Umformung, da wir später allgemein 
darauf zurückkommen. 



Setzt man 














^t 


A2 


^18 


J = 


|^«| = 


^21 


^22 


-^23 


so wird 




^1 


-^82 


-^33 




D = 


M 

16 


A . 





Um nun M zu bestimmen, leiten wir ^2 direkt aus F2 
ab. Ist ^i = g^^ = 0, so wird 0^^ (g'h'Vv')^ ==0 . 
Hierbei sind g'=h'=^ i' gewöhnliche Symbole. N^un liegt 
aber gg in (61) nicht in dieser Form g'J^ = vor. Wir 
können jedoch 0^ für gg ^»us {g'Vi'v')^ derart ableiten, 
daß wir nach und nach für ^/t, hU und Uk setzen: 



denn es ist ja 



H^i^* + (^km'i)acc^an 



(63) 



So erhalten wir 
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I^ach weiterer Eoduktion bei Anwendung der Glei- 
chungen (25), (26) und (27) wird 

*2 = 16 Ja;a^a„'mu', 

somit ist M = 16A und 

(64) D = JK 

Ist J = , also auch D = , so wird wegen (60) W^ 
ein vollständiges Quadrat. ^2 ist ein Ebenenpaar mit 
einem auf der Achse liegenden Punktepaar 0^ ? ^^^ Kegel 
oder Kegelschnitt kann als Entartung nicht auftreten. 

Sind die 3 Ki speziell, so wird D = 4 ÄI2 ^23 ^ii • S2 
bzw. $2 degeneriert also nur, wenn sich die Achsen von 
zweien der Ki schneiden. Lassen wir von den 3 K^ etwa 
Km veränderlich, aber speziell sein, so wird die Bedingung 



0, 



A = zu 








-^11 -^12 


^1 




-^21 -^22 


^2 




K, E, 





was auf (57) führt. K^ sehne 


idet 


der Kongruenz 0«, 


a. • 





6. Tier lineare Komplexe. 

Da drei von den 4 Ki {Ka , Ka , K^ , K^ eine .^2 ^®" 
stimmen, so untersuchen wir zuerst die Beziehungen 
eines K^ zu einer %2 • ^s sei 

^m = ^S.' = und JP2 = «:;' = 

gegeben, wo a/ jetzt gewöhnliche Symbole sind. 

Ist p2 eine Gerade, so ist ihre Polare bezüglich F^ 
nach (40): ^a'^b'VaVh' ^^ » Sie gehört Z^,„ an, wenn 
ma' rrii,' pa' Vh' = ist, somit wird 

(65) Km ^ ng'Tii/ma'mb' = 

die Gleichung des zum K^ bezüglich ^2 polarkonjugierten 
Komplexes. Dessen Invariante Amm wird 

AU = i(a'&VdO«m&,;ie;(« = :^(aVc'dOM^ w^^) 
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wenn A = ^(a'h'c'dy gesetzt wird. KU ist also speziell, 
wenn K^ speziell ist oder wenn F^ degeneriert. 

Km um KU bestimmen eine Kongruenz. Da die 
simultane Invariante B von K^ und K^' gleich m«' wyna'ny 
ist, so erhält man für die Leitlinien L^ und L^ : 

(66) Ar,m + 2XB + X^AAmm^0. 

Li und Xg sind konjugiert bezüglich F2 ; sie schneiden 
JPg iu vißr Punkten, welche miteinander verbunden die 
vier Erzeugenden liefern, welche K^ (und KU) angehören. 
Jede Erzeugende von 3^2 ^^* bezüglich K^ eine konju- 
gierte Gerade. Diese bilden die zu ^3 bezüglich K^ kon- 
jugierte Fläche 2. Ordnung. Für deren Gleichung in 
Ebenenkoordinaten erhält man leicht $2 ^ Ki K ^t»' n^' =^0 , 
02 und F2 schneiden sich nach den vier, dem K^ und 
der 3^2 gemeinsamen Geraden. 

Ohne auf Spezialfälle weiter einzugehen, behandeln 
wir noch kurz den Fall, daß die Wurzeln von (66) gleich 
sind; dann ist 

(67) G = B^-AAlm^O. 

Wir nehmen nun statt 3^2 ^1® ^^^ ^1 > ^2 ^^^ ^3 
bestimmte Fläche ^4 und setzen K'^ = K^. B gehe dann 
über in 11^, Dann kommt statt (67) wegen (64) 

(68) ni-A\^Al = 0. 

Hier ist A\ die Diskriminante von g^. Die auf 3^4 
von den gemeinsamen Linien gebildete Schar sei 8^ , die 
andere, welche von den Achsen der speziellen Komplexe 
>tiKi -\- x^K^-^- x^K^ = gebildet wird, 8^ . Von den vier 
Geraden, welche ^4 und K^ gemeinsam haben, gehören 
zwei zu 81 und zwei zu 8^ . Es gibt also im allgemeinen 
zwei Gerade, welche 4Z^< angehören; sie seien L^ und L^ . 
Xj und X2 gehören der Schar 8^ an, können sich daher 
nie schneiden, sondern höchstens zusammenfallen. Dieser 
Fall muß in dem allgemeinen, durch (68) gegebenen, ent- 
halten sein. Es können aber auch die beiden anderen 
Erzeugenden, welche 8^ angehören, zusammenfallen, dann 
muß (68) ebenfalls erfüllt sein. Tatsächlich zerfällt (68) 
in zwei Faktoren. 
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(69) J = 77, + ^44^4 = 0, 

(70) r, = /7,-A,,J, = 0. 

Nach (65) erhält man 11^^ wenn man in der Linien- 
koordinatengleichung von %^ statt n^ . . , g^ einsetzt. Also 
wird nach (60) 



n,-^ 



Ä 



HS 



■•14 



21 



"^31 



■•41 



■ A 



■•32 



■■42 



23 



■^33 



■^43 



■•24 



A 



34 







= J - A44 4 . 



Es ist nun leicht zu zeigen, daß ZT, = den Fall 
kennzeichnet, wo die beiden in 82 enthaltenen Erzengen- 
den von 5^4 zusammenfallen. Für diese Erzeugenden be- 
stehen die Gleichungen 

x^K^ + X2K2 + x^K^^O, 

HxjÄii + 2 -2*«^ xjbJ.it = 0, 

^1 -^14 I ^2 -^24 "T ^3 -^34 "^ ^ • 

Die Elimination der i< führt dann auf U^. Ist J = , 
so fallen die zwei Geraden, Welche allen 4:Ki angehören, 
zusammen. 

7. Fünf und sechs Komplexe. 

Die Forderung, daß ein K^ mit einem Ka involuto- 
risch liegt, ist einer Bedingung äquivalent. Sind daher 
Sil gegeben, z. B. Kay iC«, K^j Kg und JT/, so erhält 
man einen einzigen K^ , welcher mit allen 5 Ki involuto- 
risch liegt. Setzt man 

^2 ^3 ^4 «23 «84 «4S 



^12 

^2 



«^42 



= (aocmglTi) j 
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so wird die Gleichung des mit den 5Ki involutorisch 
liegenden Komplexes: 

(71) K„ = {7za(xmgl) = 0. 

Da nun (naocmgl) = —{n^a' oc'm'g^V), so erhält 
man, wenn man (71) mit {n' a' oc' m' g' V) multipliziert 
und den Paktor 2^ in das Produkt der Determinanten 
eingehen läßt: 



(72) -El== 




^1 



^1 
Ä 



11 



■ff, 



12 



•^IS 



^4 
Ä 



14 



■^15 



■•21 



K, Ä 

^4 ^4 



81 



Ä 



55 



= 0. 



Wir bezeichnen nun den Minor von in (72) mit D 
und dessen vierreihige Minoren mit Ba, dann wird 
statt (72) ; 
(73) ^^iBji - 2 HKjKtBit = . 

Sind die Ki speziell, so ist dies [oder (72)] die Glei- 
chung des durch fünf Gerade bestimmten Komplexes 
(zum Quadrat erhoben). Ferner folgt aus (72) die Be- 
dingung, daß sechs Gerade demselben Komplexe angehören. 

(74) 



1-^11 ^2 



-^83 -^44 -^55 -^66 I ~ ^ ' 



Unter welcher Bedingung ist nun der durch (72) ge- 
gebene Komplex K„ speziell? Es sei 

dann wird nach (71), wenn wir den Proportionalitätsfaktor 
weglassen, z. B. 





^12 = 



1 
^2 
^12 
^12 
0^12 
^12 





«18 



«14 «23 «34 



"42 
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2 Ol, 
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eii Qn = 25 
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2mi8 


-^21 
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2<^12 


^41 
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2?12 


^51 


. 


. 



"^15 



"■55 



Entwickelt man dies und summiert nach allen Index- 
paaren, so wird: 



Da nun 
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5D^22:AaBa + ^ÄiiBii, 



so wird auch 

q}--^{6D-22:äuBu)', 

Kq ist speziell für 

(75) iD-2AiiBii = 0. 



Sind alle Ki speziell, so wird die Bedingung, daß 
fünf Gerade eine Transversale zulassen: 



(76) 



I -^11 -^2 



-^33 -^44 -^55 I — Q ' 



Lassen wir in (75) z. B. K^ willkürlich, aber speziell, 
so gibt (75) die Gleichung der zwei den 4 Ki gemeinsamen 
Geraden als speziellen Komplex 2. Grades. Sind die 4c Ki 
speziell, so erhält die Gleichung der zwei die vier Ge- 
raden Ki schneidenden Transversalen: 
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At 
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Ä2X 
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Al 


• 


. 


• 


i^8 


^41 
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^44. 


^4 


Kt 


^2 


^3 


^4 






(77) 



Verschwindet der Kern dieser Determinante, so wird 

(77) ein Quadrat, was ^it früherem übereinstimmt. Eine 
der vier Geraden berührt dann die Eegelfläche der drei 
anderen. Die Bedingung hierfür ist also: 

(78) 1^, A,, A33 A,,| = 0. 

Verschwindet (77) identisch, so liegen die vier Geraden 
hyperbolisch. 

8« Die Invarianten eines Komplexsystems. 

Wir betrachten jetzt Ausdrücke, in welchen nur Kom- 
plexsymbole vorkommen. Dann können wir jeden inva- 
rianten Ausdruck auf Formen bringen, die aus Produkten 
mit üb' als Faktorentypus bestehen. Denn nach (18) und 
(25) kann jede Determinante {a'Vc'd^) oder [a'a^h'c') 
in eine Summe von solchen Produkten zeriegt werden. 

Wir haben uns daher im folgenden nur mit solchen 
Produkten 11= ayac'hk ... zu befassen. Tritt in U ein 
Faktor a^' auf, wo a und 5 gleichbedeutend sind, so sondert 
sich nach (27) der wirkliche Faktor al, ab. Wir ordnen 
nun die in // auftretenden Faktoren folgenderweise: Wir 
beginnen mit einem willkürlichen Symbol, z. B. a, und 
schreiben den einen Faktor, der a enthält, also z. B. a^' 
an erster Stelle. Anschließend an dieseü schreiben wir den 
Faktor aus ZT, welcher das zweite 5^ enthält, z. B. 5c; 
an diesen schließen wir c^' usw. Schließlich muß wieder 
ein Faktor p« kommen, so daß !?= +a6'5cCd'. . . mnWp'Pa 
wird. Einen so geordneten Ausdruck nennen wir „Kette" 
und setzen 

(79) ab'Kcd'd'e . . . pa = [fl & c . . . p g] . 

Kommen 2n Symbole in einer Kette Ä vor, so ist Ä 
ein Produkt aus n Faktoren vom Typus a^'. Da nun in 
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einem solchen Faktor immer ein gestrichenes und ein nn- 
gestrichenes Symbol verbunden ist^ so muß die Anzahl n 
dieser Faktoren in Ä gerade, also =2 Je sein. Es sind 
somit im ganzen 4 Je Symbole in eineiw Kette enthalten. 
Daraus folgt zunächst, daß wir nur Ketten mit einer ge- 
raden Anzahl von verscliiedenen Buchstaben a , h , c , . . . 
zu untersuchen haben. 

Wir geben gleich ein Beispiel für die Umformung 
eines Ausdruckes 11 in eine Kette. Es war z. B. die 
Gleichung der zu p^ bezüglich dei Ka konjugierten Ge- 
raden Gp* nach (52) na'Jib'Pa'Pb'==0 . 

Wir können unter die Invarianten, die nur Komplex- 
symbole enthalten, auch veränderliche Strahl- und Achsen - 
koordinaten aufnehmen, da ja diese auch durch Komplex- 
symbole dargestellt werden. Solche Formen nennen wir 
zum Unterschiede von den Invarianten „Strahlformen". 
So wird z. B. als Kette dargestellt 

^a' ^h'Va'Vv = — ^a' «p V^' ^.4 = — \na'gh7i\ . 

Durch unsere symbolische Darstellung erhalten wir 
eine Identität zwischen Ausdrücken, die nur Komplex- 
symbole enthalten. Es ist nämlich 
(80) jahcä . . . pg] = \a'Vc' . . . p' a'\ , 

d. h. wir können in jedem Ausdrucke TI die ungestrichelten 
Symbole stricheln und umgekehrt. Es entspricht dies der 
Dualität der Geraden im B,^ zu sich selbst. 

Wir gehen nun zur Entwicklung einer beliebigen Kette 
U^^^ahc . . . mn'pd\ 

über. Wenn wir in Ä = ab'hicd^ . . . np^pi den ersten Fak- 
tor ay zum Schlüsse schreiben, so bleibt das Vorzeichen 
ungeändert und es wird 

R = [bcd . .. pah] = hici . . . mnnp'Papv . 

Wir wenden jetzt auf die Faktoren Up* pi av =^ —a'aPn «&' 
die Identität (26a) an. Dadurch wird m R^p mit a ver- 
tauscht und das Vorzeichen geändert; ferner sondert sich 
der Faktor —^Pa^ ab und zu dem neuen R kommt das 
Glied —\al,\bcd . . . mnV\ dazu. Es wird also 
R =^[ah . . . pa\ = \bcd . .. rnnpali] 
= —[hc . . . mnaph] — |^a^/[5c . . . nh] . 
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Wir setzen für [ho . . . nb]= Bap , wo Bap eine um 
zwei Faktoren kürzere Kette wie JS ist, in der die 
Buchstaben in derselben Eeihenfolge wie in B stehen, 
nur daß a und p ausgelassen wurde. 

Wir kennen jetzt die Änderung, die in einer Kette 
durch Vertauschung zweier nebeneinanderstehenden Buch- 
staben hervorgerufen wurde. Wir schaffen nun in 
B ^[bc . . . mnpah] das Symbol a durch aufeinander- 
folgende Vertauschungen von rechts nach links, bis es 
wieder an erster Stelle steht. So erhalten wir: 

B = —[hcde . . . mnaph] — ^af^Bap 

= +[&cde .. . manph] + lal^Ban — ^a^^Bap , 



B = +[hacd . . . mnph] + ^a^Bae — ia%Bad + • . . 

B^— [ah cd ...mnph] — ^alBab+ ... — i^p-Bap • 

Hier sind jetzt im ersten Term rechts die ursprünglich 
gestrichelten Symbole ungestrichelt und umgekehrt, nach 
(80) ist also 

{81) 4 JZ = -alBa^+ alBg, - . . . + alKn - <I^ap » 

Diese Oleichung zeigt, daß sich jede Kette in 
eine Summe von kürzeren Ketten zerlegen läßt. Die 
a?/ , a^ , ... sind schon wirkliche Faktoren, also einfachste 
Invarianten A^^ oder Strahlformen. 

Wir können nun mit Hilfe von (81) wieder jede 
Kette Bab weiter zerlegen. Schließlich kommt man auf 
eine Kette der Form {ahcda)^ welche nach (81) direkt 
in Größen al> zerfällt. Wir haben also die beiden wich- 
tigen Sätze: 

„Jede Invariante eines Systems von linearen Kom- 
plexen ist darstellbar durch die Invarianten An jedes 
einzelnen Komplexes und durch die simultanen Invarian- 
ten Aijs von je zwei Komplexen." 

„Jede Strahlform eines Systems von linearen Ki setzt 
sich zusammen aus den Formen JT^, An und A^t." 

Wir können daran anschließend gleich eine weitere 
Folgerung ziehen. Es sei F eine allgemeine, nicht zer- 
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fallende Fläche von beliebigem Grade, welche zu einem 
System von K^ (also auch von Geraden) kovariant ist. 
Es sei jP = die Gleichung dieser Fläche, die durch 
irgendwelche Lagebedingung definiert sein kann, in Punkt- 
koordinaten Xi. Wenn wir statt x y + Xz einsetzen und 
die Diskriminante dieser Gleichung F{y + Xz) ^0 bezüg- 
lich X suchen, so erhalten wir die Bedingung, daß die 
Gerade p^ = (yz) F berührt, also die Gleichung W von ^ 
in Linienkoordinaten, und zwar da wir hier von ^ = 
ausgegangen sind, in ungestrichenen Strahlenkoordinaten pi^.. 
Somit erhalten wir nach unserem letzten Satze W als 
Aggregat der Formen Ki, A^ und Aij^. So war z. B. (60) 
die Gleichung der durch 3Ki bestimmten Eegelfläehe, in 
diesen einfachsten Formen dargestellt. 

Nun können wir in W alle ungestrichenen Symbole 
stricheln und umgekehrt; dann kommen als Variable in 
dem neuen Ausdrucke W^ = W nicht mehr Strahl-, son- 
dern Achsenkoordinaten pik vor. Diese Gleichung W^= 
kann man sich aber genau so aus einer Gleichung ^ = 
entstanden denken, wie man sich F = aus !P=0 ent- 
standen denken kann, d. h. W=0 ist ebenso die Dis- 
kriminante einer Gleichung 0{v^+Xw^) = O wie W=0 
die einer Gleichung F{y + Xz) = ist. Da nun durch 
W=0 und W=0 dieselbe Fläche dargestellt wird, so 
muß auch F = und = dieselbe Fläche darstellen. 
Es ist somit = die Gleichung von JP = in Ebenen- 
koordinaten u\ Dies gilt nur für nicht zerfallende Flächen. 

Wir sind von g = zu ^ = auf dem Umwege über 
W= !P^=0 gelangt. Praktisch erhalten wir ^ = als 
duale Gleichung von jP = 0. Ein einfachstes Beispiel 
hierfür bietet die Gleichung der durch SK^ bestimmten 
Eegelfläehe; es war -F = a^' ««' w« «x und dual 

Wir können somit folgenden Satz aussprechen: 
„Jede allgemeine Fläche, die zu einem System von 
linearen Komplexen kovariant ist, ist von derselben Ord- 
nung und Klasse. Alle ihre Eigenschaften sind dualistisch 
übertragbar.*' 

Den letzten Teil dieses Satzes illustrieren wir noch" 
durch ein Beispiel, das weiter unten ausführlich behandelt 
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wird. Es seien GK^ gegeben. Jeder Ebene v^ ent- 
sprechen dann sechs konjugierte, in ihr gelegene Punkte. 
Diese liegen, wie später gezeigt wird, dann auf einem 
Kegelschnitt, wenn die Ebene v^ eine Fläche 8. Klasse 
0^ = umhüllt. Jedem Punkte y entsprechen bezüglich 
der 6 Kl sechs durch ihn gehende Ebenen. Diese be- 
rühren denselben Kegel, wenn y auf einer Fläche 8. Ord- 
nung 'Fg = liegt. I^ach obigem Satze sind ^8 = und 
Fg = identisch. Die Gleichung von Fg und einige 
Eigenschaften sollen später angegeben werden. 

9. Die Kovarianten und Kontrayarianten. 

Eine Form, die nur Punktkoordinaten enthält und 
invarianten Charakter besitzt, heißt Ko Variante; enthält 
sie nur Ebenenkoordinaten, so heißt sie Kontravariante. 
Formen mit x und u^ heißen Zwischenformen; solche, die 
außerdem Linienkoordinaten enthalten, wollen wir ge- 
mischt nennen. 

Wir können im folgenden alle drei Arten auf einmal 
behandeln. Der Geläufigkeit wegen sprechen wir von den 
Kovarianten. 

Durch ganz analoge Überlegungen kommt man wie 
oben zu dem Eesultat, daß sich jede Kovariante durch 
Ketten darstellen läßt. Wir sprechen daher nur von letz- 
teren. Bei der Formierung der Ketten beginnen wir hier 
mit einer Variablen, z.B.x. So wird z.B. die Gleichung 
der durch SK^ bestimmten jPg als Kette 

Wir ersehen aus dieser Darstellung sofort, daß eine 
Kovariante und Kontravariante, die durch [xab . . . mx] 
bzw. [u^ ah c . . . u^] dargestellt wird, stets eine ungerade 
Anzahl von Buchstaben a, h , c, . . . enthalten muß. Bei 
einer Zwischenform [xah . . . u'] ist diese Zahl notwendig 
gerade. 

Ebenso wie bei den Invarianten können wir hier in 
einer Kette [xahcd . . . mx] zwei nebeneinanderstehende 
Buchstaben durch Anwendung von (26) vertauschen. Da- 
durch wird, wenn man z. B. h mit c vertauscht: 

B = [xahcd, . .mx] = —[xachd' - .mx] — ^h^[xd. . .mx]. 



32 I. Abschnitt. Der lineare Komplex im dreidimensionalen Kaume. 

Ist h mit c gleichbedeutend, so ist dann 
(82) E = -^hlB\ 

wo B' =[xde . . , mx], also eine um zwei Faktoren kür- 
zere Kette darstellt. Kommen nun in einer Kette zwei 
oder mehrere vertauschbare Symbole vor, so können wir 
durch Anwendung von (26) die Kette so umformen, daß 
je zwei vertauschbare Symbole nebeneinander ötehen. 
Durch (82) fällt dann ein Faktor An; heraus. Wir haben 
dann B zurückgeführt auf Ketten, welche nur mehr die 
Koeffizienten jedes einzelnen Komplexes linear enthalten. 
Solche Ketten nennen wir „N^ormalketten". Warei^ in 
B nKi vorhanden, so enthält nach der Umformung die 
längste Normalkette die Koeffizienten der n Komplexe 
linear. Die anderen Ketten enthalten nicht mehr alle 
Komplexe. 

Wir haben also den Satz: 

„Jede Ko Variante, Kontra Variante und Zwischenform 
eines Systems von linearen Komplexen ist ein Aggregat 
von I^ormalketten, deren längste die Koeffizienten aller 
Komplexe enthält." 

N^ach diesem Satze läßt sich das vollständige Formen- 
system von Komplexen sofort hinschreiben. Wir geben 
ein Beispiel für die Kovarianten eines Systems von fünf 
Komplexen K^, Es sind elf Formen, und zwar: zehn 
Formen Fuci, die je drei der Komplexe enthalten [xilclx] 
und eine Form FQ^[xl234t5x]. Durch diese elf Formen 
sind alle Kovarianten mit nur einer Eeihe von Variablen x 
darstellbar. F^ = ist die durch drei der Ki bestimmte 
Eegelfläche. Die geometrische Bedeutung von Fq ist fol- 
gende: Wir konstruieren zu x die bezüglich Ki konjugierte 
Ebene, zu dieser den bezüglich K2 konjugierten Punkt usw., 
schließlich erhalten wir eine bezüglich K^ konjugierte Ebene. 
Soll diese durch x gehen, so muß x auf Fq liegen. Wenn 
wir in FQ = [xl2S4:bx] die Zahlen 1,2, 3 , 4 , 5 per- 
mutieren, erhalten wir keine neue Form, wohl aber eine 
neue Fläche. Es ist nämlich z. B. 

J'o = [a?12 3 45a?]= -[a?l 2 354a?] - i4i. ^123 • 

So gibt es 5! Flächen Fq, aber nur eine Form Fq. 
Liegen aber die Ki gegenseitig involutorisch, so gibt es 
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auch nur eine einzige Fläche ^o • I^iirch die elf Kontra- 
varianten werden dieselben Flächen in Ebenenkoordinaten 
dargestellt. 

Es seien sechs Komplexe Ki gegeben. Die Ebene der 
drei Punkte x, y, z Bei v\ Ist 71% = einer der 6Ki, 
so wird der zu v^ konjugierte Punkt P^^ «„/«„/ oder 
au^{a(ßyz) = 0; dies gibt nach. (25) auch 

(83) P^ = uj^aja'z + niaiai, + u^aj^aj = . 

Setzen wir in v' eine ternäre Koordinatenbestimmung 
fest, so sind, wenn wir das Dreieck x, y, z mit den 
Seiten p^, q^, r^ als Fundamentaldreieck einführen,* 

x^ : X2 : 9c^ =^ di di : aiai : ai üy 

die ternären Punktkoordinaten von P^.. Dies ist aber 
dasselbe wie pl^ : ql^ : r% , somit wird auch 

(84) P,. = <pg. + <gg. + <e = 0. 



Sind nun 7il> = und tt?/ = zwei weitere Komplexe, 
so erhalten wir in v' zwei weitere Punkte mit den 
Koordinaten ki und jUi. P^, Px und P^ liegen auf einer 
Geraden, wenn {xXju) = ist. Nun wird : 





a^ai aiüx aiai 




pl qI rl 




= 


hihi hihi hihi 
cici cid cici 


= i 


pl il rl 
Pl ql f^c 


= i\plüb-r 


Setz 


en wir Ä ^ {ax' 


yz)ac' 


(bxyz)h^ = 


Ba^'bf-ag'bc', 



so 
wird: 

2A = (plci + qlci + rl^d) (plc^, + qlc'y + r?,o,0 

also kommt: 

(85) \plqUl\ = l&a,'h,'a,'K'. 

Es führt dies wie es sein muß auf die Eegelfläche 
der Komplexe Z«, Ki, und Kc- 

Es seien in v' die sechs Punkte Xy X^ ju, v, & und o> 
gegeben, co sei bestimmt durch die zwei in t' liegenden 
Geraden o^ und r% wo ai und ri ternäre Linienkoordinaten 
sind. Wir setzen für einen Augenblick x und u' als ternäre, 

Weitzenböck Eomplezsymbolik ^ 
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yariable Koordinaten in v' voraus. Dann werden die von co 
nach den Punkten x, Xy ju und v gehenden Strahlen 

















Qy 


ppdv 


erhältnis wird also 




^f ^f ^' 

Ofjt 0), Oy 

q'i Qk q'v _ {>i /« et)) (A V co) 
o'fi olt Oy (A fioy) {xv et)) 
Q'f, Qh qI 



e = 



Soll d auf dem durch x , A , /^ , r und cd bestimmten 
Kegelschnitt liegen, so muß das Doppelverhältnis e' der 
vier Strahlen von d nach x, k, ju, v gleich e sein. Die 
Bedingung wird also 

{x jU(o) (kvco) __ {xju d) (A V 'd) 
{kjLi(o){xv(o) ~ {lfX'S){xV'9) ' 

oder wenn wir kurz die sechs Punkte mit 1 bis 6 be- 
zeichnen: 

(1 2 3) (3 4 5) (5 61) (2 4 6) - (45 6) (6 1 2) (23 4) (5 1 3) = . 

Nun können wir nach (85) {xkfx) als Kette 

<&i23 = Kl23t?T 

darstellen, wobei sich die Zahlen 1,2,3 schon auf die 
Komplexe Ki beziehen. Wir haben also die Bedingung, 
daß die sechs, der Ebene v' bezüglich der Ki konjugierten 
Punkte auf einem Kegelschnitt liegen jetzt in der Form : 

(86) ^8 = ^128 ^845 ^561 ^246 " ^456 ^612 ^284 ^518 = > 

Für variable v' ist dies die Fläche achter Ordnung 
und Hasse, von der oben die Eede war. ^^,1 = ist 



10. Die Konfigurationen eines Komplexsystems. 35 

hierbei eine gg . Die Gleichung F^ von 0^ ist derselbe 
Ausdruck (86), nur ist statt ^m überall Fm zu setzen. 

Sind die Ki alle speziell, so ist F^ der Ort von Kegel- 
spitzen, welche alle sechs Geraden berühren und gleich- 
zeitig der Ort von Ebenen, für welche die sechs Schnitt- 
punkte mit den sechs Geraden auf einem Kegelschnitte 
liegen. Diese sechs Geraden gehören jedenfalls der 
Fläche an. 

Aus (86) kann man weiteres noch ablesen: Der Fläche 
gehören die 30 Direktionen der 15 Kongruenzen Gi^jt an; 
ebenso die 30 Transversalen, welche je zwei von 4 Ki ent- 
halten. Die Schnittkurven von je zwei Flächen Fm liegen 
ganz auf F^ . 

Bilden die 6Ki ein Kleinsches System, d. h. ist 
Aijg = 0, Aii^Oj so sind, wie leicht nachzuweisen, je 
zwei Flächen Fm und Fi^j^'t ^ wo {iTcT) und [i'Tc'l^ kom- 
plementäre Indizesgruppen sind, identisch; somit wird F^ 
und $8^0, d.h. in jeder Ebene liegen die 6 P< auf 
einem Kegelschnitt. 

10. Die Konfigurationen eines Komplexsystems. 

Es seien eine gerade Anzahl = 2 n von linearen 
Komplexen Ki gegeben. Wir nehmen 2n^6 an, denn 
mehr als QKi sind nicht mehr unabhängig voneinander. 

Einem Punkt y wird, wenn zwei Komplexe Ki , K^ be- 
liebig gewählt werden, durch die Zwischenform [yiicu'] = Q 
ein Punkt zugeordnet, welchen wir einen zweiwertigen, 
zugeordneten Punkt nennen. Nehmen wir 2fc beliebige 
von den 2nKi^ so ist durch die Zwischenform 

[yl23 ...2)kt*T = 

ein 2 fe- wertiger Punkt P^k dargestellt. 

•Da in Pat die Eeihenfolge der 2fe Komplexe nicht 

gleichgültig ist, so gibt es überhaupt (o ^) (^ ^) ' ^^^^^^^ -^a* • 

Daher werden im ganzen dem Punkte y durch die ein- 
fachsten Zwischenformen 
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zugeordnet. Hierbei ist y schon mitgezählt. Vorausgesetzt 
wird ferner, daß Aij^^Oj da sich sonst (x^n verringert. 
Denn liegen z. B. Z^^ und Kj^ in volu torisch, so ist 

[a?12 ... ifc ... 1^'] = — [a?12 ... fei ... li'] , 

gibt also denselben Punkt. 

Wir erhalten so zu jedem Punkte y eine Gruppe 
von (X2n Punkten, die wir die zu y gehörige „Komplex- 
konfiguration Oan" nennen wollen. Ihr steht dual eine 
Konfiguration Gin von Ebenen gegenüber. 

Es sei P = [y 1 2 3 . . . fc i^T = ein Punkt der Og« . 
Die analoge Ebene von Gin ist ^ ^ [t?' 1 2 3 . .-. fc a?] = . 
Wir fragen uns, wann P in ^ liegt. Dann muß offenbar 
[v' 1 2 . . . fc fc . . . 3 2 1 y] = sein. Hier sondern sich nun 
-kl, (fe-l)2fc_i)., ..., 31., 2% und 1?, nach (82) ab und 
wir erhalten t?y = 0, d. h. y liegt in v\ Somit: 

„Liegen in G^n und Gin y und v' incident, so sind 
beide Konfigurationen incident.** 

„Eine Komplexkonfiguration wird analytisch dar- 
gestellt durch das einfachste System aller Zwischenformen.*' 

Setzen wir der Eeihe nach 2 n = 2 , 4 und 6 , so er- 
halten wir die G^ , G^ und Og . Cg besteht aus drei 
Punkten : zwei zweiwertige und y . G^ besteht aus 

37 Punkten: y, 12 zwei- und 24 vierwertige. Cg besteht 
aus 1111 Punkten: y , 30 zwei-, 360 vier- und 720 sechs- 
wertige Punkte. 

Nach der Definition ist jede G^n-^k in CJ^n ganz ent- 
halten. 

Über die Lage der Punkte einer G^n zueinander 
können wir aus der Umformungsgleichung für Zwischen - 
formen leicht einige Sätze ableiten. 

Es sei 

I'l,2,3,...,2n-l,2n= [l/ 1 2 3 . . . 2 W li'J = 

ein 2 w- wertiger Punkt. Dann ist 

^1,2,3 i, *,..., 2n ^ -^l,2,3,...,A;,i,...,2n 

— l-^iA;^l,2,3 i-l,A;-H,...,2n » 



(87) 



Diese drei Punkte Y, von denen zwei 2 n- wertig und 
einer (2n — 2) -wertig sind, liegen also auf einer Geraden. 
Wir nennen eine solche Gerade 2 n- wertig. 
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Da in (87) nur zwei nebeneinanderstehende Ki ver- 
tauscht werden, so gehen von jedem P2n (2 n — 1) 
2 w- wertige Geraden g2n aus, es gibt daher im ganzen 
}{2n)l {2n —1) solche gr2n- Auf jeder dieser liegt ein 

P2n-2) und da es lo^)(2n — 2)! solche P2n-2 gil>t, so 

gehen je (2n — 1) g2n durch einen P2n-2- Allgemein: 

^^^^^ ^^^ (2^^!! ^- ^^^^ 2 (^^ 
bestimmt; diese gehen durch alle P2t-2» ^^^ zwar durch 
jeden P2k-2 cg* = i(2fc- 1) (2n - 2fc + 2) (2n- 2fe + 1) . 
Für 2ifc = 2 wird £2=^(2^—1). Diese w(2w— 1) Ge- 
raden gehen alle durch y . 

Ein besonderes Interesse bietet die G2ni wenn alle 

Äii = sind. Dann gibt es nur (o tl) 2 fc - wertige 

Punkte P2kj insbesondere nur einen P2n- Die Kon- 
figuration ist dann in sich geschlossen,- d. h. wenn man 
stg^tt von y von einem P2k , der zu y gehört, ausgeht, so 
transformiert sich die G2n in sich. Denn setzt man in 
[y 123 ... iu'] = statt y die Koordinaten eines be- 
liebigen anderen Punktes der 02»? z. B. [yilcl . . . u'] = 
ein, so erhält man [yiTcl . . . 12 3 . . . iu'] = y was wieder 
auf eine Normalkette führt. Man kommt also auf einen 
anderen Punkt in (72 n- Insbesondere geht ri23...» in y 
selbst über, wenn y in ri23...i transformiert wurde, 
d. h. bewegt sich y auf der Geraden yYi2B...i, so be- 
schreibt Yi23...i dieselbe Gerade. Jeder Punkt der G2n 
beschreibt dann auch eine Gerade zu einem anderen 
Punkte der Konfiguration. Auf jeder solchen Geraden 
wird also eine Involution erzeugt. Die Doppelpunkte 
dieser auf 2/ ^12 ...» erzeugten Involutionen ergeben sich aus 

ri23...i+ (-iyi2^-(.Mll) (M22) . .. (i^n) = 

und 

woraus für X folgt 

2* 



-^11 • • • -^ü 

Für einen solchen Doppelpunkt fallen zwei Punkte 
der C2n zusammen. 
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Wenn nicht alle A^ = sind, so lassen sich ebenfalls 
auf jeder Geraden yYi2B.,.i zwei solche Punkte finden. 
Die Ogn ist aber nicht in sich geschlossen, obwohl einzelne 
Punkte ineinander übergehen können. 

Sind alle An = , so erhalten wir in der C2„ 

2*'-> = 1 + (^fj + (2/) + . . . Punkte. 

Insbesondere wird für 2 n = 2 , 4 , 6 diese Anzahl 
bzw. 2 , 8 und 32 . Bei sechs Komplexen, die dann ein 
Kleinsches System bilden, sind sich also die Punkte des 
Baumes zu je 32 zugeordnet. Es ist dies ein Spezialfall 
der Gin = Ce aus 1111 Punkten. 



II. «Abschnitt. 

Systeme von linearen Komplexen. 

1. Der Komplex als Baumelement. 

Wir bezeichnen der Kürze wegen einen linearen 
Komplex mit K^, einen speziellen mit K^^. 

Ein K^ ist durch sechs homogene Zahlen n^i bestimmt, 
so daß es oo^K^ im B^ gibt. Wir nennen diese sechs 
Zahlen tih die Koordinaten des K^. Diese Definition ist 
ifti Anschluß an unsere bisherigen Überlegungen gebildet, 
d. h. wenn jt^ = die Gleichung eines K^ ist, wobei für 
jiii die Koordinaten einer Geraden zu denken sind, so 
nennen wir. die Größen a^ (oder Oik , was hier völlig be- 
langlos ist) die Koordinaten des Komplexes Ka oder K^{a) . 

Eine Gleichung zwischen den Koordinaten jt^j. eines K^ 
legt allen möglichen oo'^K^ eine Bedingung auf, definiert 
also ein System von cx>*J5r^; wir wollen sagen, die vor- 
gelegte Gleichung ist „Gleichung dieses Komplexsystems". 
Ist sie insbesonders linear, so erhalten wir ein lineares 
System von oo^K^j welches System wir eine „Komplex- 
ebene" nennen wollen und kurz K e dafür schreiben. Ist 
a^, = die Gleichung dieser Ke, so nennen wir die da 
die Koordinaten der K e und bezeichnen sie als Komplex- 
ebenenkoordinaten. In jt% = sind die ji^ jetzt Koordi- 
naten eines K^, es besteht also im allgemeinen nicht die 
Gleichung jt^ = . 

Unserer Definition gemäß ist t^ = die Bedingung, 
daß ein K^{7i) mit einer Ke{r) vereinigt liegt. Hierfür 
können wir auch sagen, der K^{n) liegt in der Ke{T) oder 
die K6{t) geht durch den K^{ji) . 

Man bemerkt hier die Analogie zwischen Komplex- 
geometrie und der des B^, da es sich ja in jedem Falle 
um sechs homogene Veränderliche handelt. Wir könnten 
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also auch in der Komplexgeometrie, so wie es ja vielfach 
schon geschehen ist, sechs Variable pi einführen. Trotz- 
dem bleiben wir bei unseren Größen jiij^ mit zwei Indizes. 

Da nämlich L j = 6 ist, so kommen wir mit vier Indizes 

1, 2, 3 und 4 aus, die wir in Paare zusammenfassen. Der 
Vorteil unserer Schreibweise mif Komplexsymbolen zeigt 
sich denn hauptsächlich darin, daß wir in der Komplex- 
geometrie, trotzdem sechs Variable auftreten, mit qua- 
ternären Formen vollkommen auslangen und nicht mit 
sexternären Formen zu rechnen brauchen. 

Wir erwähnen kurz die übrigen linearen Systeme 
von K^. 2K^ bestimmen als Verbindungsgebilde ein 
Komplexbüschel (iTB), 3^^ ein Komplexnetz {KN), 
4 Komplexe ein Komplexgebüsch {KO) , endlich 5^^ die 
schon erwähnte Ke. Die Gesamtheit . der oo^^i nennen 
wir den Komplexraum. Der Jt^ und die Ke, dann ein 
(KB) und das (KG), endlich das (KN) zu sich selbst 
stehen sich im Komplexraum dual gegenüber. 

Demgemäß erhalten wir als Gleichung eines K^ mit 
den Koordinaten p^ : t^/=0 . Hierbei sind die Variablen T^t 
Koordinaten von Ke, welche alle durch K^{p) gehen. 
Wir haben also jetzt zweierlei Gleichungen für einen K^{p) . 
Erstens unsere frühere, wo K^ dargestellt wurde als lineares 
ßystem von c»» Geraden; zweitens die eben angeführte, 
wo der K^ dargestellt wird als Schnitt von oo^Ke. 

Wir bezeichnen im folgenden die Koordinaten eines K^ 
mit ^, p j Qj * ' ' ', die einer K e mit t , a , ^ , . . . Das 
Gebilde, welches durch Nullsetzen einer homogenen Glei- 
chung nten Grades in den jca dargestellt wird, nennen 
wir ein „Komplexsystem wter Ordnung". Enthält die 
Gleichung nicht die ti^, sondern die tu als Variable, so 
sprechen wir von einem „Komplexsystem nter Klasse". 

Wir werden später die Komplexsysteme 2. Ordnung 
und 2. Klasse eingehender behandeln. Es wird sich dann 
zeigen, daß beide identisch sind, so wie etwa Flächen 

2. Ordnung und Klasse im Baume. 

Ein Komplexsystem 2. Ordnung bezeichnen wir kurz 
mit 82 , eins 2. Klasse mit H2 . Ein sehr spezielles 82 
wird offenbar durch die Gleichung 
(1) 8,o = ^l' = 
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dargestellt. Wir nennen es das „identische System** und 
bezeichnen es mit 8^. Ist jt^ = 0, so wird der K^{7t) 
speziell und kann durch seine Achse ersetzt werden. Also: 

„Betrachtet man alle Geraden als spezielle Komplexe, 
so ist der dreidimensionale Eaum als Gesamtheit seiner 
Geraden ein besonderes Komplexsystem 2. Ordnung.** 

Es gibt im R^ cx>* Gerade; durch ein Komplexsystem 
werden ebensoviele K^ definiert. Wir können somit die 
Bedingung, daß ein K^ speziell sei, auch durch die For- 
derung ersetzen, daß er dem identischen Systeme S20 = 
angehöre. 

Es sei niln eine Ke{a) durch itt^^ = gegeben. Diese 
K 6 schneidet Ägo > d. h. jK^ 6 und S^q haben eine Mannig- 
faltigkeit von 00^ K^ gemeinsam, welche K^ zufolge Ä2o=0 
lauter K^^ sind. Wir können also sagen: 

„Die Achsen der K^^ einer Ke bilden einen K^^ 
welcher dieselben Koordinaten hat, wie die Ke.^^ 

Ein K^ ist also als Geradengebilde eigentlich keine 
lineare Mannigfaltigkeit. Wir sprachen immer von „linearen** 
Komplexen, da die Gleichungen zwischen den Koordinaten 
der Geraden linear sind. 

Durch den Schnitt eines Komplexsystems nter Ord- 
nung mit dem identischen System Ä20 = ^ ist eine Ge- 
radenmannigfaltigkeit definiert, die man gewöhnlich einen 
Geraden- oder Strahlenkomplex n ter Ordnung oder n ten 
Grades nennt. Insbesonders entsteht ein „quadratischer 
Komplex** durch den Schnitt eines 8^ mit dem Ägo • 

Zu jedem Äg existiert bezüglich eines K^{v) eine Polar- 

komplexebene, deren Gleichung man durch ^-z — -p^j^^^O 

erhält, und deren geometrische Bedeutung später erörtert 
werden wird. Ein K^^ der seiner eigenen Polar -jK^ 6 an- 
gehört, liegt selbst auf 8^^^. Im allgemeinen gehört 
bezüglich eines 8^ = auch zu jeder K e ein K^ als Pol. 
Die Bedingung, daß dieser Polkomplex auf der ursprüng- 
lichen Ke liegt, gibt die Gleichung von 8^ in Komplex- 
ebenenkoordinaten Tilg. 82 erscheint dann als Komplex- 
system 2. Klasse 2*2 = . 

Wir nehmen nun statt eines allgemeinen 82 das 820 
für diese Betrachtungen. Wie weiter unten gezeigt wird, 
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ergibt sich als Gleichung von Äg^ in Komplexebenen - 
koordinaten 

(2) 2-30 = 4 = 0. 



Wenn eine Ke das 2*20 berührt, so nennen wir sie 
„speziell", geradeso wie ein K^ speziell heißt, wenn er 
dem Ägo angehört. 

Ist T^/ = ein K^{p) , so wird seine Polar-JSTe bezüg- 
lich 820 = 0: jr^. = . Also : 

„Bin K^ und eine K e mit gleichen Koordinaten sind 
konjugiert bezüglich Ä20 = . Es enthält also diese Polar- 
is e von K^(p) alle Gerade von K^(p) als spezielle Kom- 
plexe." 

Für einen K^{q), welcher der Polar -JK^e von K^(p) 
angehört, besteht die Gleichung p^ = 0. Somit: 

yy2K^ sind bezüglich 820 = konjugiert, wenn sie 
involutorisch liegen." 

Ebenso nennen wir 2Ke involutorisch, wenn sie be- 
züglich 2*20 = konjugiert sind. 

Gehört K^{p) dem 820 = an, so enthält seine 
Polar -jK^ 6 diesen K^{p) selbst. Wir sprechen dann von 
einer Tangential -JST 6. Ihre Gleichung ist ;7r^. = (für 
p^ = 0) . Diese Tangential - Z^ e ist ebenso speziell wie K^(p). 
Sie schneidet Ä20 ^ach dem Geradenkomplex K^{p) , wo- 
bei man jede seiner Geraden als Achse eines K^o auf- 
zufassen hat. 

Liegt nicht einer, sondern mehrere unabhängige K^ 
vor, welche eine Mannigfaltigkeit oder ein Komplex- 
gebiet Ml bestimmen, so hat jeder dieser K^ eine Polar- 
Ke bezüglich 820 = 0* Diese Polar -Z^ 6 durchschneiden 
sich in einem neuen Gebiete M2 , welches so zu M^ polar 
zugeordnet ist. M^ und M2 heißen auch „ergänzende 
Gebiete". Nach dem obigen Satze, daß die Polar -JCe 
eines K^{p) dessen Strahlen als K^o enthält, ergibt sich 
hier unmittelbar: 

„Die Geraden des Gebietes M^ bilden die, Achsen 
der jffjo ^on M2 und umgekehrt." 

Ferner folgt aus obigem noch: 

„Jeder K^ von M^ liegt zu jedem K^ von M2 in- 
volutorisch." 
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2. Das Eomplexbüschel. 

Zwei K^(p) und K^{q) bestimmen ein Komplexbüschel 
oder, wie wir in folgendem kurz sagen wollen, ein Büschel 
KB(p, q). Ein beliebiger Kl dieses Büschels wird durch 

dargestellt. 

Wir nennen die zweireihigen Determinanten der Matrix 



2^12 2^13 Pl4. P2d PsA P^2 
Ql2 ^13 ^14 ^23 ^34 ^42 



^\P9i\ 



die „Komplexkoordinaten" des Büschels KB{p , q) . Es 
gibt ihrer 15, von denen aber nur 9 voneinander unab- 
hängig gewählt werden können. Die Eelationen, die 
zwischen diesen 15 Größen bestehen, behandeln wir später 
allgemein bei den Komplexen im B^ . Wir bezeichnen 
diese 15 Größen durch ein symbolisches Produkt: 



(3) (Pik,r8 = 



Pik Prs 

qik qik 



= aik • «r, = a^ • ajfc • Ä,. • Ä, , 



(4) <Pik,r8 = (Pmn, 



wenn mn und ar komplementär zu ifc und rs ist. 

Hier sind die a» und oci Komplexsymbole. Je zwei «i 
geben aber zusammen nicht bereits eine wirkliche Zahl aik > 
sondern wieder ein Symbol aik , welches erst mit a,., ver- 
einigt eine wirkliche Größe (pik.rs gibt. Wir stellen also 
die Koordinaten eines Komplexbüschels durch Komplex- 
Symbole dar. Daß wir nicht aik -arg, sondern aü-a,., 
schreiben, also einen zweiten Buchstaben einführen, hat 
seinen Grund in der zu verlangenden Eindeutigkeit, wenn 
wir die Symbole zu Zahlen vereinigen. Die Symbole a 
und oc sind hier gleichbedeutend, also vertauschbar. Nur 
ändert sich bei ihrer Vertauschung das Vorzeichen der 
Form, da dies einer Vertauschung von p und q gleich- 
kommt. Es kommt dies in der Gleichung aik (^rs = — ö^<t «r » 
zum Ausdruck. Eine bloße Umstellung der beiden Fak- 
toren in aikOCrs ändert nichts, denn es ist 

(^ik^rs^^rs^^ik* 
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Aus dieser Darstellung ergibt sich, wie es sein muß: 

(5) ^ 9?tt,f, =0 , 

<Pik,ik = . 

Wir erwähnen anschließend hieran gleich, wie wir 
später ein Komplexsystem 2. Ordnung Äg = durch eine 
Gleichung darstellen: 

(6) 8,^nlMl, = 0. 

Hier sind die a» und a» auch vertauschbare Komplex- 
symbole; aber es ist dann a^i; a,., = ä^ a^, , d. h. die a^ 
imd (Xrs sind wie gewöhnliche Symbole zu behandeln. 
Ein an und ein a,, zusammen geben erst einen wirklichen 
Koeffizienten der sexternären, quadratischen Form Äg^O- 
Durch 7z%7il, = ist dann die allgemeinste quadratische 
Gleichung zwischen den jr^t gegeben. Diese Darstellung 
wäre z. B. auch bei einer Fläche 2. Ordnung ^2 i^a R^ 
durch ai(xi = möglich ; doch ist es da einfacher, a^ = 
zu schreiben. Bei dem 82 müßten wir nach dieser Art 
(al)^ = schreiben und kämen infolge unserer Darstellung 
durch Komplexsymbole auf Vieldeuügkeiten bei der Bil- 
dung . der Koeffizienten und Variablen aus den Produkten 
ai ajc üf ag und jU jzi nrJii. — 

Es seien a^ die Koordinaten einer Ke. In dieser 
Ke{o) liegt ein Komplex des Büschels KB{pj q)] dessen 
Gleichung sei >c^7tl,+x2 7t^'=0 . Eliminiert man aus dieser 
und aus x^ a^. + Xg aj. = die Xi , so wird 



K,== 



71^. 71^, 



= 0. 



Zerlegt man diese Determinante und führt die Ko- 
ordinaten {aoc) des Büschels KB{p, q)^ KB{a^ oc) ein, 
so erhält man die Gleichung dieses Schnittkomplexes 

(7) Tlal.^0. 

Ist hier tJ. = 0, so erhält man einen Geradenkomplex; 
es ist derjenige des Büschels, welcher mit dem K^{o) in- 
volutorisch liegt. 
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Wie muß nun Ke{o) liegen, damit der durch (7) dar- 
gestellte Schnittkomplex speziell ist? Dann muß offenbar 
al' o^/ Oß^ = sein für (a oc) = (bß) . Lassen wir o ver- 
änderlich sein, so erhalten wir die Gleichung der Leit- 
linien des Büschels als besonderes Komplexsystem 2. Klasse 
dargestellt: 
(8) T = Tl,r}al = 0. 

Ist hier tJ, = , so erhält man die Leitlinien als be- 
sonderen quadratischen Linienkomplex; ihm gehört das 
ganze Netz des Büschels an. 

Führt man in (8) für die ai^ocri die Größen (p , g')»*,r» 
ein, so kommt man auf die schon durch Formel (57) (Ab- 
' schnitt I) gegebene Gleichung: 

KIA22 -2A^2K^K, + Ä^^Kl = 0, 

woraus sich ergibt, daß T in zwei lineare Faktoren zer- 
fällt, die gleich Null gesetzt, spezielle Komplexe dar- 
stellen. 

Die Diskriminante D des Büschels ist: 



oder 



-^21 -^22 , 



2) = 



vi' vi 
ql' ql 



also 

(9) D = al(xl 



^4:SSaii(XrMhßr., 



Ist 2) = 0, so ist das Büschel speziell; T ist dann ein 
vollständiges Quadrat und gibt die doppelte Leitlinie. 
Das Büschel „berührt" dann das Ägo = . 

Ist endlich das Büschel KB{a(x) Singular, d. h. be- 
steht es aus lauter speziellen Komplexen, so ist die durch 
das Büschel definierte Kongruenz eine „Büschelkongruenz" 
nach unserer früheren Bezeichnung. Das analytische Kenn- 
zeichen dafür ist 
(10) T = 0. 

Sind die Büschelkoordinaten 9?tt,f« gegeben, so kann 
man die Leitlinien folgend finden: Man schneidet das KB 
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durch zwei beliebige Ke^ wodurch man 2K^ erhält und 
dann nach schon angegebenen Methoden verfährt. Oder 
wir setzen 

T = K(j,) • K(^ , 
also 

(11) o^ikßUal-vUqlk, 



(12) 



2 (XJk ßrs 4 = Pik Urs + Vrs g/ifc 



Die Gleichungen werden identisch erfüllt, wenn wir setzen 
(vgl. Clebsch-Lindemann, Vorles. II. Bd., S. 151) 

f Vikars = 0^ikßr»al — OjKr, ] 

dann folgt durch Multiplikation wegen (11) und (12) 

Ö?*, r, =- OCik ßrs 4 rik KsOl - OCik ßik 4 Yrs Ks cl , 

womit ö^jfc,,., bestimmt ist. Nach (13) ist dann p und q 
leicht zu finden. 

Ein Büschel KB kann auch als Schnitt von A^Ke 
{Qf Oj ju, v) gegeben sein. Aus der Matrix 

erhalten wir dann ebenfalls L 1 = 15 homogene Koordinaten, 

die Komplexebenenkoordinaten des Büschels. Wir be- 
zeichnen sie mit ipiu, ^n, r », ax . Wie wir später sehen werden, 
bestehen zwischen ihnen und den vorigen (ftxß.yö die Ee- 
lationen 

(14) <Pc^ß,y& = Wih,mn,r9,or = W^ß.yü > 

wo die Indizespaare rechts und links komplementär sind, 

d. h. zusammen alle sechs möglichen Paare i h auftreten. 

Die Diskriminante des Büschels KB wird dann: 



oder 



(15) 



D = i2Z22(pi]c^mn,rB,ox(Pik,mn,r8,ax j 



^ = i 



^1 
■4-21 

■^81 
^41 



^12 
•^28 



■■13 



■•44 
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WO die Aiji die simultanen Invarianten der 4Xe sind. 
Es stimmt dieses Besultat natürlich mit früherem. Die 
4jffe schneiden sich in einem Büschel, welches Ä20 = ^^ 
den Leitlinien des zugehörigen Netzes trifft. Diese Leit- 
linien kann man daher auch finden, wenn man zuerst die 
4 Ke mit dem Ägo = zum Schnitt bringt, wodurch 4 K^ 
entstehen; die zwei Transversalen dieser 4^K^ sind dann 
die gesuchten Leitlinien; sie fallen zusammen, wenn 2) = 
ist, wie durch (15) gezeigt wurde. 

Alles bisher Gesagte überträgt sich natürlich dual im 
Komplexraum auf die Komplexgebüsche KO . 

Es sei ein Büschel durch K^ijp) und K^{q)y ferner ein 
Komplexgebüsch durch K^{q) , K^{r)j K^{8) und K^t) ge- 
geben. Die sechsreihige Determinante 

verschwindet dann identisch. Entwickeln wir sie nach 
den ersten zwei und letzten vier Zeilen und führen die 
Koordinaten (pa^rs und Wi^rs^^ (paß^yd^mn^ar des KB und 
KG ein, so ergibt sich die Bedingung, daß sich ein KB{ay oc) 
und ein KQ{m\ jll^ schneiden: 

(16) alo^l^-0. 



Wenn wir hier mh/^^ veränderlich lassen, aber so, 
daß zwischen ihnen die obenerwähnten Eelationen be- 
stehen, so können wir (16) auch als „Gleichung des Komplex- 
büschels*' (a oc) definieren. Das KB ist hier also dargestellt 
durch alle es schneidenden Komplexgebüsche. 

Wenn wir die Identitäten zwischen den mik/4s fallen 
lassen, so stellt (16) ein lineares System von oo» Büscheln, 
einen „Büschelkomplex" dar. Wir führen dies jedoch 
nicht weiter aus, da sich dieser Begriff ganz mit dem 
des linearen Geradenkomplexes im B^ deckt. 

Bestimmen K^{p) und K^{q) das Büschel (aa), so 
schneiden sich die Polar-^6 von K^{p) und K^{q) bezüglich 
^20 = in einem Kompl^xgebüsch, dem ergänzenden Ge- 
biet des Büschels (atx). Daraus ergibt sich der Satz: 

„Sind <pijc,r9 Koordinaten eines Büschels, so hat das 
ergänzende Gebiet dieselben Koordinaten." 
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Zwei Büschel (a, oc) und (&, ß) bestimmen ein KO. 
Dessen Gleichung erhält man, wenn tpik,rs,mn,fjT cKe Ko- 
ordinaten eines veränderlichen KB sind 

(17) rp'Jw^'wi^y^ß^-O' 

Es sei durch jcl. nl^ = ein 82 gegeben. Ein durch 
K^(p) und K^{q) bestimmtes KB schneidet Äg = in 
2 Kl,., x^K^ip) + x^ K^{q) = , wo die x< aus 

^iVIpI' + 2x^X2vlql' + Aii-ql = 

zu berechnen sind. Fallen die beiden Schnittkomplexe 
zusammen, so „berührt" das Büschel das 82=0. Die 
Bedingung hierfür wird: 

pl vi qI ^} - vi ql' vi «I' = , 
oder für muc f^r8 = (p j q)ik, rs als Koordinaten des Büschels : 

(18) mlf4.nl.vl=^0. 

Für veränderliche {rnju) ist dies die Gleichung von 
82 = in Büschelkoordinaten. 

Diese Gleichung wird für 820 Doiit der Diskriminante 
von KB{mfjt) identisch. 

3. Das Komplexnetz. 

3K^ (p , q und r) , die unabhängig voneinander, be- 
stimmen ein Komplexnetz, oder wie wir in folgendem 
kurz sagen wollen, ein Netz N , Analog dem Obigen er- 
geben sich aus der Matrix \p j q, r\ (o) = 20 homogene 
Koordinaten des Netzes. Wir setzen für diese wieder 

(19) <Pik, mn, rs = | Pik qmn'f'rs \ = (^ik Kn Crs » 

Dies sind die Komplexkoordinaten des Netzes, welches 
sich selbst dual gegenübersteht im Komplexraum, ähnlich 
denen der Geraden im B^ . Wir können ein Netz auch 
als Schnitt dreier Ke bestimmen und erhalten wie oben 
20 homogene Komplexebenenkoordinaten tpik^rs^mn des 
Netzes. Alle diese 20 Größen sind aber nur zehn 
unabhängigen äquivalent, so daß es oo^ Netze über- 
haupt gibt. 



= ^ih,mn = '^ikM'mn 
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Ein N kann auch gegeben werden durch ein Komplex- 
büßchel KB{6ii^r8 = '^ikf^rs) und einen K^{r). Ist das 
XB durch K^(p) und K^(q) bestimmt, so ist 

Pik üik 

Pmn q.mn 

Somit wird dann für dieses Netz: 

{20) (Pik,mn,r$ = ^ik.mn^rs + Omn^rsUk + Ors.ikfmn * 

Ist ein zweites Netz durch die Z^^(r , « , t) gegeben, so wird 
wegen \p qrr8t\^0 nach dreireihigen Minoren ent- 
wickelt: 

SUSanc h^n Ofs OCik ßmn Yr» = 

oder 

(21) <-^|-4 = 0> 

wo (ä, j8, y) die Koordinaten des Netzes (r, », t) sind. 
Dies ist also die Bedingung, daß sich zwei Netze nach 
«inem K^ schneiden. Ist das Netz (a , ^ , y) durch den 
K^{s) und das Büschel KB{mju) gegeben, so wird diese 
Bedingung nach (20): 

1:21 aijt bmn Cfs {Oik, mn Srs + 6mn, rs s{k + Ofs, ik «4n) = 

aHl^el + alblcl, + al^b^cl = . 

Dies gibt nach entsprechender Vertauschung von 
•a, b und c: 

.<22) alK^d-O. 



Diese Gleichung gibt, wenn wir (m ju) variabel nehmen 
xind 8a als Koordinaten eines K^ auffassen, wobei dann 
{a b c) die Komplexkoordinaten eines N sind, die Gleichung 
des durch ^(a 60) und K^{8) bestimmten Komplexgebüsches. 

Ist in (22) (abc) variabel, so wird dies die Gleichung 
des durch das Büschel (m/i) und den K^{8) bestimmten 
Netzes; nehmen wir aber (m/i) als Koordinaten eines 
Gebüsches und 8it als die einer Ke{8), so wird {22) die 
Gleichung des Netzes, welches durch den Schnitt dieser 
Gebiete entsteht. 

Lassen wir in (22) die (a b c) variabel, so erhalten wir 
die Gleichung des Netzes (a , ß , y) , welches so durch 

Weitzenböck, Eomplexsymbolik. 4 
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• 
alle es schnetdenden iN^etze dargestellt wird. Die (abc) 
erfüllen dann natürlich die zwischen ihnen bestehenden 
Eelationen. Lassen wir diese fallen, so erhalten wir ein 
lineares System von oo» Netzen, einen Netzkomplex, der 
sich mit dem Begriff des linearen Ebenenkomplexes im 
R^ deckt. 

Ist in* (22) (rnjüi) veränderlich, aber als Koordinaten 
eines KQ gedacht, so stellt (22) die Gleichung des Büschels 
dar, welches entsteht, wenn man das Netz (abc) durch 
die Ke{8) schneidet. 

Ist endlich 8^ in (22) variabel, so erhält man ent- 
weder den Schnittkomplex des Netzes (abc) mit dem 
Büschel (m ju) oder die Gleichung der durch das Netz (a b c) 
und das KB{mfj) bestimmten Komplexebene. 

Wir fügen dem schließlich die Gleichung des durch 
K^{p), K^(q) und K^{r) bestimmten Netzes an: 

(23) <&^c^ = Ö. 

Eine Ke(8) schneidet das Netz (abc) nach einem 
Büschel, dessen Gleichung nach (22) ist: 

albl^d^O. 

Seine Koordinaten (pik^ra sind also 

führt man diese (pik,r$ ^^ Gleichung (8) ein, so ergibt sich 
die Gleichung der Leitlinien dieses Schnittbüschels in 
Komplexebenenkoordinaten t^* 

(24) alrlr%clyl=0, 

d. h. Ke(8) gehört auch einem Komplexsystem 2. Klasse 
an, wenn Ke{T) gegeben ist. Durch das Netz wird also 
zwischen den Ke eine quadratische Verwandtschaft im 
Komplexraum vermittelt, deren Gleichung (24) ist. Lassen 
wir für diese Gleichung noch »J = und tJ. = gelten, 
so entsteht eine quadratische Verwandtschaft zwischen 
den Geraden des Eaumes, die so durch jedes Netz definiert 
ist. Geometrisch ist dies sehr einfach einzusehen. Das 
Netz gibt mit einer Geraden p^ zusammen als K^^ ein 
System von 4 K^ ; die beiden gemeinsamen Strahlen dieses 
Gebüsches sind die p^ entsprechenden. 
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Diese beiden Geraden erhält man aber auch, wenn 
man die Fläche 2. Ordnung F2 , welche durch das Netz 
bestimmt ist, mit p^ zum Schnitt bringt. Die K^^ des 
Netzes bilden die Eegelschar 8^ auf F2 . Durch die er- 
haltenen Schnittpunkte gehen von der Schar Äg je eine 
Gerade, welche so zu p^ zugeordnet ist. p^ berührt ^2 > 
wenn diese beiden Geraden zusammenfallen. Dann muß 
das durch (22). gegebene Schnittbüschel speziell sein, d. h. 
seine Diskriminante muß verschwinden. 

Dies gibt: 
(25) al'h%clYl^O. 

Wir sagen dann, die Ke{8) „berührt" das Netz und 
nennen (25) die „Gleichung der Eegelschar** des Netzes 
(abc). Nehmen wir 8^ = hinzu, so ist (25) auch die 
Gleichung der Fläche 2. Ordnung F2 in Linienkoordinaten. 
Wie man von dieser auf die Gleichung von gg ^^ Punkt- 
und Ebenenkoordinaten kommt, soll später ausgeführt 
werden. 

Die Diskriminante des Netzes (abc) war 

dies ist nach früherem mit der zweiten Wurzel aus der 
Diskriminante der F2 identisch, denn es ist auch 

^ — I -^11 -^22 -^33 I • 

Wir behandeln noch kurz die verschiedenen Aus- 
artungen, welche F2 als durch das Netz gegeben erleiden 
kann. 

Ist zl = 0, so heißt das, daß das Netz (abc) von 
seinem ergänzenden geschnitten wird. F2 zerfällt in ein 
Ebenenpaar mit einem Inzident liegenden Punktepaar. 
(25) wird ein vollständiges Quadrat und gibt die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen oder, was damit identisch ist, 
die Verbindungslinie der beiden Punkte. Das analytische 
Kennzeichen für ein derartiges Netz ist also 

Ist ä = und (25) ^ , so ist F2 eine Doppelebene 
mit inzidentem Doppelpunkt. (24) wird ein volles Qua- 
drat in den Variablen t^j. Es verschwinden dann auch 
die ersten Minoren in A . 

4* 
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Ist endlich auch (24) ^ , verschwinden also auch 
die zweiten Minoren in zl , so besteht das Netz aus lauter 
K^^. (Vgl. Zindler, Liniengeom. I, § 79.) 

Wir kommen nun noch auf die Beziehung zwischen 
elBem Netz und der dadurch definierten F2 zu sprechen. 
Es gibt cx)ö Netze und ebensoviele ^2 ™ -^s • Wir können 
daher eine ^2 lucht nur im £9 , sondern auch im B^ ab- 
bilden. Durch diese letzt^e Abbildung werden insbeson- 
dere die beiden Eegelscharen der Erzeugenden auf J^2 S^' 
trennt und als einander ergänzende Netze dargestellt. 
Die Koordinaten (aic) eines Netzes von Komplexen können 
daher auch als Koordinaten einer Eegelschar definiert 
werden. Wir sehen aldo hier den engen Zusammenhang 
zwischen der Geometrie der ^2 ^»Is Eegelflächen und den 
linearen Ebenenkomplexen des R^. Hier soll dies jedoch 
nicht weiter ausgeführt werden. 

Wenn sich zwei Komplexnetze N^^ und j^2 schneiden, 
so haben sie einen K^(p) gemeinsam. Diesem K^(p) gehören, 
da er in N^ und ^2 gelegen ist, nicht nur die Geraden 
der Schar 8^ von ^2 (durch N^ bestimmt), sondern auch 
die Geraden der Schar 8i von Fi (durch j^2 bestimmt) 
an. Da sich nun aber j^^ und -^2 schneiden, so liegen 
sie auch in derselben Ke und die K^^ dieser Ke ent- 
halten die Scharen 8^ und 8i von Fj^ und Fi . Alle K^^ 
in Ke bilden einen K^. Daher folgt der Satz: 

„Gehört je eine Schar von Erzeugenden zweier F^ 
einem K^ an, so gehören die beiden anderen Scharen 
ebenfalls einem K^ an, welcher mit dem ersten involuto- 
risch liegt." 

Nehmen wir bei diesen Überlegungen statt ^2 ^^ 
ergänzende Netz von j^^, so wird die Bedingung, daß 
sich beide schneiden, mit der gleich Null gesetzten Dis- 
kriminante identisch. Also: 

„Beide Scharen von Erzeugenden einer nicht zer- 
fallenden ^2 können niemals einem linearen Komplexe 
angehören." 

Es ist dies auch geometrisch leicht einzusehen. Nehmen 
wir an, alle Gerade von 8^ und 82 gehören dem K^{p) an; 
dann suchen wir zu einer Geraden die konjugierte bezüg- 
lich K^(p) und erhalten diese als identisch mit der konju- 
gierten Polaren bezüglich F2 . Daraus folgt, daß jede 
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Tangente der F^ dem K^{p) angehören würde. Durch einen 
Punkt ginge dann ein Kegel von Komplexlinien und nicht 
eine Ebene. 

Wir stellen schießlich noch die Gleichung eines Kom- 
plexsystems 2. Ordnung 82 —0 in Netzkoordinaten auf. 
Ist x^p^ + «2 ff?' + ^3 ^t' = ein auf Äg = liegender K^ 
des Netzes, so wird: 

(26) Kp|H- 9C2j^+x^) (k^vI^ + K^ «^ + x^rl) = , 



wo 89 



\7ll.7tl. 



ist. Durch das Netz wird also eine 



quadratische Menge von 00* K^ aus dem Ä2 = aus- 
geschnitten. Diese Menge degeneriert, wenn die Diskri- 
minante von (26) verschwindet. Wir sagen dann, das 
Netz berührt das Äg = . Die Bedingung hierfür wird 



= 0, 



Führt man hier die Netzkoordinaten {ai 0) = {oc ß y) ein, 
so erhält man als gesuchte Gleichung 



pS.' 


il 


rl 


P> 


il' 


^> 


pl 


il' 


e 


vi 


<ß' 


f«. 


p? 


g? 


r? 


Vi 


«!' 


4 



(27) 



al'll.et.<xl.ßi,Yl = 0. 



Nimmt man statt 8^ = das identische System 8^ = 0, 
so kommt man auf die Diskriminante. 



III. Abschnitt. 

Die quadratischen Komplexe. 

1. Allgemeines. 

Wir sollten eigentlich diesen Abschnitt anders über- 
schreiben, da wir größtenteils quadratische Systeme von 
Komplexen behandeln. Doch hängen diese mit den Ge- 
radenkomplexen 2. Grades derart innig zusammen, daß 
wir den gebräuchlichen Namen obenan stellen. 

Es sei 82 ^ ^l^^l' = die Gleichung eines Komplex- 
systems 2. Ordnung. Ein Komplexbüschel (K^(p)y K^{q)) 
schneidet 82 in zwei K^ x^K^ip) -{- X2K^{q) ='0 , wo für 
die X die Gleichung besteht: 

(1) ^? Pl vi + 2x,X2 vi ql^ + xl gl qj. = . 

Die J^eiden Schnittkomplexe liegen zu K^(p) und 
K^{q) harmonisch, wenn pl'qi' = ist, d. h. wenn man 
K^{p) gegeben annimmt, so erhält man als Ort von K^{q) 
eine Ke, welche wir die erste Polar-£^e des K^(p) nennen. 
Ihre Gleichung wird also in Variablen m 

(2) S^„^ = ^l,pl,^0. 

Die K^^ dieser Ke bilden einen K\ den wir analog 
den „ersten Polarkomplex** von K^{p) bezüglich 82 = 
nennen. Seine Gleichung ist in Veränderlichen t: 

(3) Kl^^rl,pl. = 0. 

Wenn die Diskriminante von 82 nicht verschwindet, 
so gehört zu jeder Ke ein Polkomplex K^{p) ; sind t<» 
die Koordinaten der Ke , so bestehen nach (3) die sechs 
Gleichungen 
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eliminiert man aus dieser und r^ = die Pi^ und X , so 
wird: 



^12 ^12 ^12 ^13 ^12 ^14 ^2 ^23 ^12 ^34 ^12 ^42 ^12 
^13 ^12 ^13 ^14 



(4) 



«42 ^12 



*34 



«^42 



^12 .'^13 ^14 ^23 ^34 ^^42 ^ 



Dies ist also die Gleichung von Äg = i^ Komplexebenen- 
koordinaten. Wir werden später für dieselbe eine ein- 
fachere Form angeben. 

Nehmen wir statt 82=^0 das /820 = , so erhalten 
wir aus (4) die früher angegebene Form für 2*20 = durch 
r?, = 0. 

Durch den Schnitt von 82 und 820 entsteht ein qua- 
dratisches System von oo^ K^o^ welche wir uns aber durch 
ihre Achsen ersetzen können, somit ein quadratischer 
Komplex. Ein solcher ist daher nach unserer Auffassung 
als Komplexmenge aufzufassen, welche zwei Systemen 
2. Ordnung gemeinsam ist; er ist also als Komplexgebilde 
von der 4. Ordnung. 

Wenn wir uns nur auf die K^^ beschränken, was also 
z. B. bei der Untersuchung eines quadratischen Komplexes 
geschieht, so können wir, da für die Variablen 71^. dann 
immer jr^/ = ist, statt nl.7il. = auch ttJ/tt^^ + Ati^. = 
schreiben; hierdurch wird auch die bekannte Unbestimmt- 
heit in der Gleichungsform eines quadratischen Komplexes 
geometrisch erklärlich. Wir kommen weiter unten darauf 
noch zurück. 



3. Die Diskriminante. 



Diese ist eine Invariante des 82 , und da wir 82 durch 
das symbolische Produkt zweier K^ darstellen, muß auch 
die Diskriminante A nach dem im Abschnitt I Gesagten 
symbolisch durch Formen al- dargestellt werden können. 
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Wir setzen 

a^9 ö^i 



(5) 



zl = 



*12 ^18 



%2 ^12 
^13 A2 
«14 ?'12 
^3^12 
^34 *12 
/42 ^12 

Hierbei sind (0 , >') , (d , d) 

Nun folgt daraus weiter, wenn wir setzen: 



^12 ^42 



/42 ^42 



mit (a, a) gleichbedeutend. 



(6) 



A = 



18 



A2 

712' 

^12 

«12 

^12 

(X12 ^18 »14 »23 

Ä2 

K2 

^f2 

ei'2 

^12 



^14 ^23 ^84 ^42 



ÖC34 



^42 
ÖC42 



^42 



^ = «12 *18 «14 ^3 «84 /42 ^« 

oder durch Yertauschungen: 

setzen wir 2« • ^a^«' == -^e > so folgt: 



(7) 



J = 



26-6! 



-»« 



= — ^«'< 



2. Die Diskriminante. 
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Wenn wir bei Bildung des Produktes von A^Aa' den 
Mnltiplikationssatz entsprechend auf die sechsreihigen 
Determinanten anwenden, so erhalten wir 



(8) 



D. 



al 



«*«' "ß- -r "«• "«■ -t,- 

K' i} K K bl 6*, 



<ß' 



I a 



Hierdurch ist A schon in der verlangten symbolischen 
Form dargestellt. 

J>6 ist eine symmetrische Determinante, zu deren 
Berechnung wir jetzt schreiten. Lassen wir in Dg eine 
Zeile und eine Kolonne, die sich in einem Glied der 
Hauptdiagonale schneiden, weg (also z. B. die letzte Zeile 
und Kolonne), so entsteht eine neue Determinante Dg,, 
welche die Koeffizienten von Äg = nur mehr im fünften 
Orad enthält* Lassen wir in D^ wieder die letzte Zeile 
lind Kolonne weg, so entsteht D^. Dies fortsetzend er- 
halten wir 2>8 , J>2 und endlich D^ = a\^ . Diese 2>< sind 
hierbei wirkliche Zahlen und nicht symbolische Paktoren. 

Aus den Koeffizienten a»* und (Xnc lassen sich nun 
eine Eeihe von Formen bilden, wenn wir berücksichtigen, 
daß immer erst ein an^ und a^i oder ein 6»* und ßi^^ usw. 
zusammen eine wirkliche Zahl geben. Diese Formen sind 
ähnlich gebaut wie die früher von uns betrachteten 
„Ketten^^ ; nur sind die einzelnen Faktoren hier quadratisch. 
Diese Formen sind: 



(9) 



= /»2. 



*«' » 



^2 ==4*«'' 



^4==42^/4e 



Sie lassen sich formal beliebig fortsetzen. Wir werden 
aber später sehen, daß von A^ an alle höheren Ai durch 



58 



lU. Abschnitt. Die quadratischen Komplexe. 



die ersten sechs ausdrückbar sind. Wie man leicht über- 
sieht, gibt es keine anderen invarianten Formen von 8^ 
als diese Äi. 

Wir drücken nun die A durch diese Äi aus und be- 
ginnen mit Dq . Entwickelt man Dg nach den ersten zwei 
Eeihen und berücksichtigt die Vertauschbarkeit von a, 
6 , c , ... und (X, ß , y f . . . , wobei noch zu betonen ist, 
daß man mit a und 6 auch gleichzeitig oc und ß ver- 
tauschen muß, so wird: 



Dß = ^iDs - 5 ^2 J>4 + 201? , 



wo 



B = a},cl. 



bl bl bl bl. 






I T} 



Es entsteht also B aus D^, wenn man eine Eeihe 
ungestrichene Symbole, hier die c^^; , durch neue ba ersetzt 
und gleichzeitig mit a^o^' multipliziert. Diesen Prozeß 
drücken wir durch d aus. Also ist B=^ öD^. Auf die Äi 
angewendet, gibt er die Gleichung 



(10) 



öAi — -ä-i+a 



Demzufolge erhält man, wenn man jedesmal nach 
zwei Eeihen gleichzeitig entwickelt: 



(11) 



D, = Ä,D^ - 4^2 Ds + 12(51)8 . 
D^ = A1D3 - SAgDg + 6dDi, 
D3 = ^A - 2^3Di + 2<Ji)i , 

JJ2 == -Aj X/j -^2 5 



Ebenso wie die Äi können wir uns die Dt beliebig 
nach oben fortgesetzt denken. Dann erhalten wir allgemein : 

(12) Dn^A,I)n.i-(n-l)A^D„.s + in-l)in-2)dD,.i. 
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Wenden wir auf diese Gleichung den d-Prozeß an, 
so erhalten wir: 

(13) dD„=ÄsDn-i-in-l)Ä^I)^:s+{n-l){n-2)ddD„.i. 

Kach dieser Gleichung können wir (12) weiter aus- 
führen. Es wird: 

Dg = ÄiDi - A^ , 

(14) ^ D4 = iliDs - 3 ^ Dg + 6 ils Dl - 6 ^4 , 
D5 = Ä,D, - 4^2 Dg + 12^3Dg-24^4A + 24^5 , 
De = ^iDs - 5^g D4 + 20^3 D3 - 60 ^4 D^ 

+ 120^5^1 -120^6 . 
Wir setzen nun 

(Iß) jr = ^*> 



dann lassen sich diese Formeln zusammenfassen in: 

(16) iMi^A,Mi.,-Ä,Mi.2+Ä,Mi.s- ' ' . +{-iy^'Ai . 

Ersetzt man in (14) die höheren Di durch die niederen, 
so erhalten wir schließlich: 

JJ2 = A-i -4-2 , 

2)3 = Ai Ai A2 + 2 A3 , 

D4 = 4t-6^?^2 + 8^ ^3 + 3^1-644, 

(17) ] D5 = ^f - 10 ^f^a-f 20^.^8 + 15^^2-30 ^1-44 
-20^^ + 24^5, 

D,, = ^? - 15^1^2 + 40^1 A3 +45 u4? AI - 90A?A4 
- 120^1^2^3 + 144^1^5-15^1 + 90^8 44 
+ 40^1-1204« . 

Diese D^ sind also jetzt durch die Ai ausgedrückt. In 
den Ausdrücken rechts sind die Summen der positiven 
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und negativen Koeffizienten gleich, 
schwinden also alle Di (*>1). 



Für Ai = A* ver- 



3. Die koyarianten Systeme. 

Wenn wir in Ai statt a und ä Veränderliche n 
schreiben, so entstehen Strahlformen, welche gleich Null 
gesetzt zu S^ kovariante Komplexsysteme zweiter Ordnung 
liefern. Diese sind: 

' «1 = 7^2, = , 

«2 = ^2'^«' = 0, 
(18) \8^ = n}l).c'^^0, 



Zu bemerken ist, daß da«; erste dieser Systeme mit 
dem identischen zusammenfällt. 

Zu einem gegebenen K^(p) gibt es dann eine Beihe 
von Polarkomplexebenen, die sich aus (18) leicht ableiten 
lassen: 

81,, = «^- = , 

(19) ^8%, = ,tlpi:^0, 

^,, = 46^,4 = 0. 



Wir setzen nun im. folgenden voraus, daß Dq nicht 
verschwindet. Es entspricht dann nicht nur einem K^ip)- 
eine Polarkomplexebene ^^^«' = 0, sondern auch um- 
gekehrt jeder Ke{Q) ein Polkomplex. iN'ehmen wir nun 
diese Ke{Q) gegeben an und suchen den zugehörigen Pol- 
komplex K^{p)] wir setzen dann, wenn t ein Pro- 
portionalitätsfaktor ist: ^r Qu = Oiip'J oder 



(20) 



Qik==^(^ih2^Prs0^r 
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Hier ist die Determinante A aus den Koeffizienten 
rechts nach (7): 

"^ = "2^76!^«' ' 



oder nach (15) 
also 



J^-^M,, 



Aus den sechs Gleichungen (20) erhält man durch 
Auflösung nach pf,: 



und da 



so wird: 



dA e^A 



^<^ik^r$ dai]ed0Cr 



(21) ^<'i'=^:§Sä£i^,^^'"^r 



Der Ausdruck rechter Hand entsteht aus A , wenn 
man a und oc durch q und a ersetzt. Es ist somit: 

(22) 6 Jlf«4 = TJQlM, -8l,M, + 8l„M, - ... - ^«„) . 

Diese Gleichung besteht zwischen den drei Größen- 
reihen p , Q und a , wobei jedoch zwischen den q und p 
die sechs Gleichungen t Qi]^ = a^p^J^ bestehen. Setzen wir 
diese Werte von g in (22) ein, so fällt t weg und es bleibt : 

(23) 6M,<^^ = 8l„M,^8l„M^+ ...- 81, . 

Diese Identität besteht zwischen beliebigen a und p ; 
wir setzen nun pij^ = --— — =-, dann wird: 

2 OTli^t 

6M, S;, = 8T,'M, - S-J^Jf, + . . . - Ä2J% 
woraus sich schließlich ergibt 

(24) 8-,,= M,8:-'-M,8:-^+,,.+M,8:-'-6M,8:;'. 
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Hieraus folgen zwei wichtige Eeknrsionsformeln. Für 
o = q wird aus (24) : 

(25) \ ' ' 

Für o = a^ q = (X wird aus (24) : 



(26) , 

+ M^ Än-5 — 6 Jfe An-e . 

In den beiden letzten Formeln ist natürlich n> 6. 

Wir ersehen daraus, daß die Eeihe der Ai und Ä* be- 
züglich Unabhängigkeit schon bei 8^ und Aq abbricht. 
Alle höheren Ai und Ä* sind durch die ersten sechs aus- 
drückbar. 

Daraus ergeben sich unmittelbar die beiden folgenden 
«Sätze: 

„Alle Invarianten eines Komplexsystems 82 sind durch 
die sechs Formen Ai ausdrückbar." 

„Alle Strahlformen eines Komplexsystems Äg sind 
durch die sechs ersten kovarianten Systeme darstellbar." 

Setzen wir in (24) a = g = t , so ergibt sich die Glei- 
chung des Systems 2. Ordnung Ä^ = in Komplexebenen- 
koordinaten für n = 7 : 

( 2;^^ = M,8l- M,8l + M,8U-^ M,8l 

^^^^ { +M,8'^,-6M,rl = 0. 

Wir verweilen noch etwas bei den quadratischen 
Komplexen, die wir kurz mit K* bezeichnen, insofern sie 
aus Ä* entstanden sind. Zufolge der Unbestimmtheit der 
Koeffizienten in K^^n%7i\. + }c7i^^ = können wir das 
volle Invariantensystem eines K^ auf fünf Formen redu- 
zieren. Die Willkür liegt nämlich nur in den Koeffi- 
zienten OiiCCmn der Glieder mit TinTiiu] diese Koeffizienten 
und nur diese kommen in A^ vor. Wir können dann Je 
so bestimmen, daß A^ für jrj/^/ + A; jr^ = gebildet, ver- 
schwindet. Wir erhalten so: 

fc = — \Ai , 
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somit wird die „Normalform" der Gleichung eines K'^i 
(28) ^Wa.-iA,nl. = 0, 

Durch die Bedingung J.^ = ist jetzt die Unbestimmt- 
heit der Gleichungsform 71% 7i\> = aufgehoben und auch 
die Gleichungen (17) bedeutend vereinfacht worden. 

4. Die Berechnung der An und S*"^ . 

Für die Bildung der 8^ in nicht symbolischer Form 
erhalten wir folgende Formel: 

1 XTT ß/8~"^ d8^ 



Hieir sind die Ä* als Funktionen 2. Grades in ji^ 
oder Tiik zu betrachten. Die Summe erstreckt sich dann 
auf alle sechs Indizespaare ih. Hat man so Ä^, 8^, ... 
nacheinander gefunden, so ergeben sich die J.(**) durch: 



Wenn wir der Eeihe Ä* das identische System als 8^ 
voranstellen, so gilt (29) für n ^ 2 , (30) für n ^ 1 . 

Daß (30) auch noch für n = 1 gültig ist, läßt sich 
leicht nachweisen. Führen wir für zwei komplementäre 
Indexgruppen ik und mn das Zeichen ih j;^mn ein, so ist 

^^ = ^— f -Milcp-rs).. 

Hierbei bedeutet der zu 4 gesetzte Faktor {ik # r») 
die Einheit, wenn iJc zu rs komplementär ist, sonst 
immer Null. Danach wird 

ik rs 

]aii, (Xiic = al^ , w. z. b. w. 



-2J. 



Ebenso wie wir aus Ä^ die Ai und S^ ableiteten, 
können wir ein System Ä* dieser Eeihe als Ausgangspunkt 
nehmen. Wir erhalten natürlich dadurch keine neuen 
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Formen. Wir bezeichnen mit Ä~(/8*) die Form 8^ für Ä* 
als Grundform und ebenso mit A^{8^ die Form A^ für 
die Grundform Ä*. Dann wird (n > 2) 

somit: 

SHS") = ^^-^ , 

(31) 8^(8^) =. 8^(n-l)-in-i) ^ 

Daraus ergibt sich dann nach (30) 

(32) A-(8^) = An(i-i) . 

Die Formeln (31) und (32) dienen dazu, um z. B. die 
Diskriminanten der kovarianten Komplexsysteme 8^ zu 
berechnen. So wird nach (16): 

2>e(S0 = 61 ife(/8f*) = bl[A,{8^) if,(Ä^) - . . . - A.iS")] . 

Hierdurch kommt man auf die höheren Ai, welche 
nach (26) durch die ersten sechs ausgedrückt werden 
können. 

Wir schließen gleich die Berechnung der 8^ und JL** 
für das identische System an. Hier ist dann 8^ = 7^, also 



o 


- 8 ^ 


Bnh ^''''~ 2^ dni. 


d. h. 






(33), 




8^(8^ = iS^ = nl,. 



Demzufolge wird dann 

A-iS^') = iV-^2'^(*^ # ^*) • *(** # r«) = 6 , 

(34) A>*(/8f^) = 6. 

Zwei Komplexsysteme 2. Ordnung ä^^ttJ^j^. = 
und T^ ^ jrjj/ji^. = bestimmen ein Büschel solcher 
Systeme, dessen einzelne Individuen durch 

i« = S« + A T« = 
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oder 

(35) L^ = 7il.7zl. + Xnl.nl. ==0 

dargestellt sind. 

Wir nehmen nun L^ als Grundform und leiten für 
diese die Formen Ä* und Ai , die wir mit /8**(i*) und A^{L^) 
bezeichnen, ab. 8^{L^) ist eine homogene Funktion vom 
(n — 1) ten Qrade in den Koeffizienten {aa + Xm/u) von X* . 
Wir könnten daher den Taylorschen Satz anwenden. Ein- 
facher kommt man jedoch zum Ziel, wenn wir in S^ 
sukzessive die (aa), (bß), (oy) ... durch (acc + Xm/bt), 
{bß + Xnv) ... ersetzen. Es wird so 

ä«(X^) = ä2.i.o + ^ä;-2,i 



(36) 



Ä~(x^) = ÄS_,,o + ("^ 1 ^)aäs-2 



+ (''2^)^'««-3.2+... + ^"-^SS.n-f 



Hierbei sind die 8Z-i,i-t Formen, welche so wie Ä»* 
gebaut sind; nur enthalten sie nicht (n--l)mal die 
Koeffizienten {aa) von Ä^, sondern diese nur (n — t)mal, 
die von T^ aber (t — 1) mal. Demzufolge ist auch 

ä- = ä;;.,,o, T~=TS_i,o nnd ^_,,,.i = T?.,,„_,. 

Ihre Bildung erfolgt nicht-symbolisch durch die Gleichung 

Zur Bildung dieser Ausdrücke kann man entweder 
von 8^ oder von T* ausgehen. 

Wendet man dasselbe Verfahren zur Bestimmung 
der An{L^) an, so erhält man: 

(38) An(X2)=A<r.>o+(j) ^AT-ui+(^) ^'AT-2,2+ . . . +A'»^i%. 

Weitzenböck, Eomplexsymbolik. * ^ 
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Der Koeffizient von A* stimmt hier mit A«(T*) über- 
ein. Das Bildungsgesetz der A^^li^i ist wieder gegeben 
dnrch: ^ ^2^(«) . ^ ^ 32^2 

I 

Man kann hier ebenso von 8^{T^) ausgehen,* wie 
oben erwähnt. 

5. Beispiele. 

Wir behandeln zuerst einen quadratischen Komplex, 
der uns schon früher begegnete. Die Variablen bezeichnen 
wir mit jih und wollen sie weiter nicht definieren, da hier 
nur der formale Teil erledigt werden soll. Durch die jt^j^ 
kann ebensogut eine Gerade als ein K^{7i) oder eine Ke{7i) 
gegeben sein. 

1. Wir wählen die Gleichung einer F2=aP in Linien- 
koordinaten und setzen 

8^ = 7Za^ ni/ Qa* Qv . {tiü = Qu) (a = V) 

Dann ist Aj = und: 



e^8^ 



= 2(a'6')mn^a'^&' 



{ilcl^mn) ^ 



somit „a 1 / /t/ /j/\ 

setzen wir -^{a'h'c'd^^ = JL == der Diskriminante der ^2 > 
so ist also 

(40) ^^ = A>7r^, 
und daraus folgt: 

(41) 8^ = A.8^\ 

aus dieser Gleichung folgt dann sofort Ä*= JL^ji^, 8^=^A^8^ 
oder allgemein / ä*« + i = j."jr^ 



(42) 



g2n ^^n-igi 
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Nehmen wir ^^ = , also die 71^. als Koordinaten 
einer Geraden, so verschwinden alle ungeraden Ä* identisch. 
Hieraus ergeben sich leicht die A^, da: 



d2Ä2<+l 
ÖTtijtdTlr, 






Es ist somit bei ungeradem n = 2 1 + 1 

Asi+i = ^HÜ^SA'iilc # TS) {a'yUia'h'U 

(41) Ag,^i = 0, 
und bei geradem n = 2 1 wird analog 

A,,^^2i:AA'-Ha'yU{a'y)rs{e'dXn{o'd')ar, 

wobei m n 44^ t fc und ox p^irs ist, also 

(42) A2i==iA'. . (^1 = 0) 
Demzufolge wird: 

sämtliche Invarianten dieses Systems sind durch A aus- 
drückbar. 

2. Wir behandeln den Fall, wo 8^ in lineare Faktoren 
zerfällt, welche, wenn tih Strahlenkoordinaten sind, Ge- 
rade darstellen. 

8^ = nv'n'^' ' Qto'Qx' j 
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dann ist 









(mn #tfc) 



Also wird 

Ä' = i [(v' a' cd' x') n^' tt^ q^' q„' + («>' t' v' o') n^' n„' q^,^ q^'] 

A 



m 



S»: 



«*, 



wenn J = (v'a'co'r') . Daraus folgt dann 

also schließlich 

(43) Ä- = (^)"'*S*. 



Ferner ist 



Ö^S« 



somit wird nach (30) 



(44) 



= (f'oO«(a>'rOr. + («)'t')<»(v'a')„ , 






Demzufolge ergibt sich: 



(45) 



Dl = 2^ , D, - , 

i>2 = -8-' ^« = 0* 

i i>8 ==- , 



(n^3) 



Wir wenden diese Formeln nnn tär einen quadratischen 
Komplex an, welcher gewöhnlich der tetraedrale oder 
JReyesche Komplex genannt wird. Die Geraden desselben 
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sind dadnrcli definiert, daß sie vier Ebenen v\ o\ w' 

und t' nach vier Punkten mit konstantem Doppelver- 

hältnis Ic schneiden. 

Es sei (xy) =» p* eine solche Gerade. Ihr Schnitt- 

v' 
punkt mit v' sei wi + ^wi = 0, also Ai= — ~, analog 

Vy 

erhält man k^ , k^ und X^ für die Schnitttpunkte mit o\ w' 
und t' . Führt man dann in & = 7 _^ ' L -^ l ^®®® 

Werte ein und nimmt p* = n^ veränderUch, so ergibt sich 
als Gleichung des gesuchten Kopiplexes: 

(46) n^t,' ülg' Qo,' Qx' — fe ^to* ^a* Qv' Qx' = • 

Wir müssen also zur Berechnung der 8^ und A^ die 
Formeln (36) und (38) anwenden. Nun sind, wie man 
sich leicht überzeugt, hier die Formen ÄJ_,^<_i und AJL,,. 
identisch l^ull. Wir können daher sofort hinschreiben, 
mit Eücksicht auf (43) und (44): 

wo R^ = Jlfo' 7la' Qv' Qx' • 

(47) /S»» = (jY '(Ä« - fc«-i Ä«) . (n ^2) 

8^ ist also geometrisch mit dem ursprünglichen Kom- 
plex identisch, wenn h eine Wurzel der Gleichung 

fc«-i - fc = 

ist, oder da wir k^O annehmen können : 
fen-2 - 1 == , 
Ferner wird: 

(48) ^„ = 2(|)"(1+Ä»), 
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und hieraus ergibt sich 



(49) 









Beim Beyesohen Komplex sind also D5 und Dg 
gleich lil^ull. 

3. Schließlich wollen wir noch A^ und 8'^ fär die 
Komplexe: K^S' + X8^'> = berechnen. Man erhält 
nach (36) und (37): 

(50) 8»iE)^8'+(^~^y8'-^+l^~'^\x^8"^+...+X''-^7il. 
und ebenso nach (38) und (39): 



(51) 



(52) 






Demzufolge wird: 

D^iK) = Di + 2X-5Di + 6X''5 , 

D3(Z) = D, + 3A-4Dj + 3;i«-4-5.Di + 6>l»-4-5, 

Di{K) = Di + 4:X-3Dg + 6X'-3'i-Di+U»'3-i'5-Bi 

+ A* • 3 • 4 • 5 . 6 , 
I>5(JE) = 2>5 + 5/1-2D4 + 10A«-2-3 -Ds 

+ 10A».2-3-4-Dji + 5A*-2. 3.4.5-1)1 

+ >l*.2.3.4.5.6, 
I>«(Z) = Dg + 6A. 1 J>5 + 15A«. 1 .2.D4 

+ 20A».1.2-3.I>3 + 15;i*-1.2.3.4.i)g 

+ 6A«.1.2.3.4.5 + A«.1.2.3.4-5.6. 
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Insbesondere kann die letzte Gleichung noch in fol- 
genden Formen geschrieben werden: 

D,(K) == D, + (^y 11 D, + (^X^ 21 D,+ (^y^ dl D, 



(53) 
oder 



D,{K)^^L^h*De.i. (Do = 6 !) 

0,6 ^ ' 



[Nfennen wir ein Komplexsystem, dessen Determinante 
vom Eange 5 ist, ein konisches, so folgt, daß es in einem 
Büschel von Systemen sechs solche konische Systeme gibt, 
vorausgesetzt, daß die Diskriminante der Form 6. Ordnung 
von A (53) nicht verschwindet. 

6. Das Kleinsche System. 

Sind 8^ =.0 und T* = zwei Komplexsysteme 2. Ord- 
nung, so gibt es im Büschel L^^ 8^ + XT^ = sechs 
konische Komplexsysteme 2. Ordnung. Es sei Li ein 
solches; dieses enthält dann einen Komplex als „singuläres 
Gebilde^S gerade so, wie ein Kegel 2. Ordnung seine Spitze 
als singulären Punkt enthält. Wir wollen diesen JBT^, um 
die Analogie festzuhalten, „Spitzenkomplex^^ von Li nen- 
nen. Die Polar --ZTe irgend eines K^ bezüglich Li geht 
durch den Spitzenkomplex, dessen Polar --ZTe selbst völlig 
unbestimmt ist. Aus letzterer Tatsache ergeben sich dann 
die sechs Gleichungen a^ «^ = , aus denen man die Ko- 
ordinaten pii des Spitzenkomplexes leicht bestimmen kann. 
Die Gleichung von Li in Komplexebenenkoordinaten wird 
demgemäß ein vollständiges Quadrat, das Quadrat des 
Spitzenkomplexes von Li. 

Wir erhalten also mit den sechs konischen Systemen 
auch sechs Spitzenkomplexe Qi. Auf diese 6ß< wird 
man auch durch die Frage geführt, welche K^ bezüglich 
«2 = und T2 = dieselbe Za als Polar -JBTe besitzen. 
Ferner beweist man leicht, daß je zwei der sechs Spitzen- 
komplexe {üi und üjt) sowohl bezüglich 8^ als auch be- 
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züglich T^ konjugiert sind, d. h. die Polar -jETc von üi 
geht dnrch ü^ und umgekehrt. Daraus folgt, daß die Ke , 
die man durch fünf von den üi legen kann, mit der 
Polar -£6 des 6. Spitzenkomplexes zusammenfällt. (Be- 
züglich des Beweises, daß Qi und ii^ konjugiert sind, 
vgl. Glebsch- Lindemann, Vorlesungen, Bd. II, S. 208.) 
Transformiert man dann die Komplexkoordinaten jin auf 
die Koordinaten der Spitzenkomplexe, führt also diese 
als Eundamentalkomplexe ein, so enthalten die neuen 
Formen 8^ und T^ nur die Quadrate der Variablen. 

Wir ersetzen nun in diesen Betrachtungen T* = 
durch das identische System Ä*<^ = 0. Dann gibt uns 
Gleichung (53) die sechs konischen Komplexsysteme 
X< ^ Ä* + Ai Ä^^ == . Wir setzen in folgendem voraus, 
daß die Diskriminante D von (53) nicht verschwindet. 
Die sechs Spitzenkomplexe der Li sind dann bezüglich 
des 8^^ konjugiert, sie liegen also gegenseitig in Involution 
oder bilden ein Kleinsches System. Da jedes System 
8^ + X 8^^ = den zu Ä* = gehörigen quadratischen 
Strahlenkomplex enthält, so können wir sagen: 

„Durch jeden quadratischen Linienkomplex gehen im 
allgemeinen sechs konische Komplexsysteme 2. Ordnung, 
deren Spitzenkomplexe ein Kleinsches System bilden.^' 

Jedem quadratischen Linienkomplex ist also so ein 
einziges Kleinsches System zugeordnet. Wir wählen dieses 
alsFundamentalsystem; dann enthalten die transformierten 
Ä* und Ä*ö nur die Quadrate der Variablen. Es sei also 
jetzt 

(54) 8^=;gXi,nl==0, 



(55) 8^o=^,ii,7t}, = 0. 



Demzufolge wird die Bedingung, daß ein K^^^^ speziell 
sei, nicht mehr ^^==0, sondern ^A*»* ^it = ; es existiert 

also nicht mehr das komplementäre Gegenüberstehen 
von TTjt und jr«« {ih ^ mn). Wir könnten daher sehr 
gut jetzt in (54) und (55) die sechs Variablen Pi einführen. 
Itn Anschluß an das Frühere jedoch bleiben wir bei der 
Bezeichnung mit zwei Indizes. 
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Wir bilden nun die kovarianten Systeme zu Ä* und 

1 StA 
8^^ der Gleichungen (54) und (55). Es ist ^»^ö^y^» 

somit wird, da tt^ in die Form y^jiMk^k transformiert 

erscheint, statt Ttit zu setzen sein fin^nny also wird 

d8^ 1 dS^ 

iT-r zu ersetzen sein durch — -= — . Somit werden die 

Formeln (29) und (30) zu: 

(56) «H^i. yj__^._^ 

und 

oder 

1 x^x-7 1 d^8^ 

• (57) A-^- y^ ^'^ 

^^ fHk^^k^^k' 

In diesen Formeln ist schon berücksichtigt, dafi in 
dem /S^, welches durch (54) gegeben ist, nur der Zahlen- 
faktor 2 beim Differenzieren auftritt und nicht wie bei 
der Form Tti^, 7i\, der Faktor 4. ^^g 

Aus (56) ergibt sich, da nach (54) -^ — = ^Xi^^Tiij, 

also sukzessive 
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nnd daraus folgt allgemein: 

(58) ^=2^^"'^' 



Jedem dieser kovariantcn Komplexsysteme ist also 
dasselbe Kldnsche System zugeordnet. Für A = ^ folgt 
aus (58): 

(59) ^n(g20)^^20^2'^^^2^^ 

was mit früherem übereinstimmt, da die S^ für das identische 
System mit ihm zusammenfallen. 

S2 ßn j[n-l 

Aus (58) folgt : -^ ^ — = 2 -^ , somit wird nach (57) : 



Wir können in (55) die ^t gleich der Einheit setzen; 
dann sind die 1^^ die sechs Wurzeln aus I>6 (Z) = . Die 
Gleichungen (54) und (55) werden dann zu: 

und . 

(61) 2^^?* = 0. 



Vorausgesetzt ist hierbei, daß jD« {E) = keine gleichen 
Wurzeln hat, daß also die Diskriminante dieser Gleichung 
von l^ull verschieden ist. 

7. Die reziproken Systeme* 

Es sei 8%„ = die Gleichung eines Komplexsystems 
2. Ordnung. Ist t^* eine -ZTe, so hat ihr Polkomplex 
bezüglich des identischen Systems ^tt^ = dieselben Koordi- 
naten. Er liegt auf S^„„ = , wenn ß^^ = ist. Denkt 
man sich zu jedem K^ auf ^„ = die Polar- jK^e bezüglich 
eines anderen 8^ konstruiert, so umhüllen diese Polar-^ZTe 
ein Komplexsystem 2. Klasse, welches zu /8^^ = bezüglich 
8^ reziprok genannt werden kann, wobei sich diese Ver- 
wandtschaft nur auf den Komplexraum bezieht. Aus 
obigem ergibt sich also der Satz: 
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„Vertauscht man in 8l„ = die jii^t D^it den tu , so 
stellt Ä?, = das zu 8l„ bezüglich 8^^ reziproke System 
dar." 

Es seien 8^^7il,7i%. = und T^^7^,7t^. = gegeben. 
Das zu T^ bezüglich S^^ reziproke System ist TJ^^t^/tJ/=0 . 
Ist Klp^ ein K^, so hat seine Polar-^ZTe bezüglich 8^ die 
Koordinaten aikpl" Sie gehört also TJ^ an, wenn 

ist. Lassen wir hier p veränderlich, so ist 
(62) M^ = 7zl7tlml.,x}^0 

die Gleichung des zu Tf^ bezüglich 8^ reziproken Systems. 
I^ehmen wir hier statt TJ^ das nach (27) gebildete 2^(T^) , 
so erhalten wir das zu TJ^ bezüglich 8%„ reziproke System. 
(62) erhält man in nicht symbolischer Form: 

l^ehmen wir hier für T^ das Ä*^, so wird ifg mit 
8^ identisch, wodurch dessen geometrische Bedeutung er- 
hellt. 8^ ist also das zu Ä^o bezüglich 8^ reziproke 
System. Es stimmt dies mit der Forderung überein, daß 
die Polar -ie eines JBTJ,, bezüglich 8^ speziell ist; diese 
Bedingung ist nämlich auch /^ = . 

Setzen wir in (62) statt T^ . . . Ä?^ , so wird M^ mit 
8^ identisch. Wir konstruieren also zuerst das zu 8l„ 
bezüglich 8^^ reziproke System Äj, und dann zu diesem 
das bezüglich 8l„ reziproke System. Dies ist die geo- 
metrische Bedeutung von 8^. Ähnlich lassen sich zu 
allen 8^^ und ÄJ^ solche Konstruktionen finden; da aber 
bereits Ä' als Aggregat der niederen /8* mit Einschluß 
von 8^ ^ 8^^ darstellbar ist, so führen diese beliebig 
fortzusetzenden reziproken Konstruktionen zu keinen neuen 
Systemen. 

Es sei durch jETj^, und JBTfj) ein Komplexbüschel be- 
stimmt. Dieses Büschel schneidet 8^ ^ nl. n\. = und 
^20 ^ tt]^ = in je zwei Komplexen x^x^ + «2 ^?' = , wo 

x\pI. + 2x^X2 pI + «2 g? = , 
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bzw. 

ist. 

Dies sind in bezug auf x zwei binäre quadratische 
Fonnen. Ihre Invarianten sind: 

und 

• A2 = Vlvl' ^t^a}- vi ff«' vi q} 

oder, wenn wir die Koordinaten {mju) = (nv) des Büschels (p q) 
einführen, wird 

Gleich !N^ull gesetzt, geben sie bei veränderlichem (m/i) 
die Gleichung von 8^^ bzw. 8^ in Büschelkoordinaten. 
Obige zwei Formen haben aber auch eine simultane 
Invariante D^^ = pl^ . g^, g2^ + ^2^2^ ^2^ _ 2 p^ pl q^ . Führt 
man hier die Büschelkoordinaten ein, so wird 

(64) Di^-mlnl^il. 

Ist I>i2 = , SO liegen die vier Schnittkomplexe des 
Büschels mit 8^ und 8^^ harmonisch. Nun sind aber 
die zwei Schnittkomplexe des Büschels mit Ä*^ die Leit- 
linien des Büschels, und zwei K^ desselben, welche zu 
den Leitlinien harmonisch liegen, sind in Evolution. 
Folglich stellt für veränderliche Büschelkoordinaten I>i2=0 
einen quadratischen Büschelkomplex (oo» viele Büschel) 
dar, dessen Büschel 8^ = nach zwei involutorisch 
liegenden Komplexen schneidet. 

Von den vier Schnittkomplexen eines Büschels mit 8^ 
und 8^ fallen zwei zusammen, die je einem der beiden 
Paare angehören, wenn: 

(65) jPn^22~I>?2 = 

ist. Dies heißt aber, daß das Büschel 8^ nach zwei K^ 
schneidet, von denen einer speziell ist. Somit ist (66) 
die Gleichung des in 8^ enthaltenen quadratischen Strahlen- 
komplexes in Büschelkoordinaten. (Vgl. oben die Gleichung 
der SchnitikuTve 2. Ordnung in Liuienkoordinaten.) 
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8. Eomplexiläehen und Komplexkurven. 

Wir behandeln noch auszugsweise den allgemeinen, 
quadratischen Linienkomplex. 

Es seien also jetzt tih Koordinaten von Geraden; 
dann schreiben wir statt fi^^ . . . E^„ ^ jrj/ jrj. = . 

Alle Gerade, die durch einen Punkt y gehen, bilden 
den „Komplexkeger^ von y . Seine Gleichung wird, wenn 
wir {xy)i]t = Tii^t i^ ^„ = einsetzen, 

(66) Ky = x^Xc,^yayc,^'='0. 

Die Beziehung zwischen den Punkten x und y ist 
wechselseitig, d. h. geht Ky durch x , so geht K^ durch y . 

Dual umhüllen alle Gerade des K^ in einer Ebene v' 
einen Kegelschnitt, den „Komplexkegelschnitt JC„'". Seine 
Gleichung wird dual zu (66): 

(67) iT^ =<<« = 0. 

Auch hier ist die Beziehung zwischen u' und v' 
wechselseitig. Ferner ist leicht nachzuweisen, daß, wenn y 
auf Kf^ liegt, Ky von t?' berührt wird, worauf wir hier 
nicht näher eingehen. 

IN'ehmen wir in v' ein Dreieck xyz mit den Seiten 
(xy) ==r^ , (yz) = p^ und (zx) = q^ an. Dann kann 
statt (67) geschrieben werden 

(axyz)au' {ccxyz)»^'^ . 

Entwickeln wir hier (a xyz) au' und {ccxyz)(x^^ und führen 
die Koordinaten p*, g*, r^ ein, so wird auch: 

(68) g,> = (p^^< + g^< + r^iiO(p^< + g^t.; + r^iiO = 0. 

Hier können wir statt Ux^ t^ und ui ternäre Linien- 
koordinaten Ui setzen und erhalten nach dem Aus- 
multiplizieren: 

+ 2 jq , t^ t^3 + 2 JT?, i*3 i*i = . 

Aus (68) ergibt sich leicht die Diskriminante D^ 
von JC„r: 
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D. 



pl- 


vi 


vi 


9l 


ql 


il 


rl 


rl 


rl 



vi- 
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P> 
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^» 


nr 


9l 


i} 


«?' 


= 


£^p 


^, 


^r 


<■ 


^^ 


^r' 




^, 


n, 


Kr 



Die einzelnen Determinanten dieser Qleichung sind 
aber nach (85), Abschnitt I, umzuformen, so daß wird: 

8» 

I>v' = -^ fl'v* &«' «c' &c' OCv' ßv' ^/ ß/ • 

K^' zerfällt in ein Punktepaar, wenn D^' «= ist; dies 
gibt für die ij'= t^' die Bedingung: 

(69) Fu* ^ O'u'\'0^u'ßu'<^e'^c'0('y^ß'/ = - 

Dies ist eine Fläche 4. Klasse, die „Singularitäten- 
fläche" des K^ . Dual erhält man als Ort der Punkte y , 
deren Ky in ein Ebenenpaar zerfällt, 

(70) F^ = a'^Ka'^ß'^a'cKoc'yß'y ^ , 

eine Fläche 4. Ordnung, welche mit der eben genannten 
identisch ist, nach dem bei Eomplexsystemen Gesagten. 

Die Singularitätenfläche hat im allgemeinsten Falle 
16 Doppelpunkte und Doppelebenen, worauf wir später 
zurückkommen. 

Es sei ein Punkt y gegeben. Dann wird die Glei- 
chung von Ky in Linienkoordinaten p : 

(71) ^p3 = ajVyOC'yßia'pOC'gVpß'g = . 

Mmmt man hier p^ = q^ konstant und y veränderlich, 
so ist Fj^ = eine Fläche 4. Ordnung, die so p^ zu- 
geordnet ist. Der Kömplexkegel jedes Punktes von F^^ 
berührt p^ . F^ ist also der Ort jener Punkte, deren 
Eomplexkegel p^ berühren. Zugleich wird Fpt von den 
Komplexkegeln der Punkte auf p^ eingehüllt. 

Ist t?' eine Ebene, so wird die Gleichung von K^^ in 
Linienkoordinaten 

(72) ay' h^' Oiy' ßf,' V OCq' V ßq'='^ * 

Für konstante p^ =- q^ ist dies eine Fläche 4. Klasse, 

welche mit J^^ identisch ist, da die Gleichungen (71) und (72) 

dual zaeinander Bind, Wir nennen F^ die ,,Komplexfläche 
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von p^ ". Sie enthält p^ als Doppellinie. Ihre acht Doppel- 
punkte und Doppelebenen bilden eine zu sich selbst duale 
Konfiguration, die Plückersohe Konfiguration (Plücker, 
Geometrie des Baumes). 

Die acht Doppelpunkte erhält man als Schnittpunkte 
von drei Kegeln K^^ Ky und X? wenn o?, y, z auf p^ 
liegen. Dual die acht Doppelebenen. 

Es sei v' eine Ebene durch p^. Der Pol von t?' be- 
züglich K^^ ist identisch mit dem Pol von w' durch p^, 
hat also die Gleichung P^^,' ^ att'a„,'a„'a„' = 0. Ebenso 
wird der Pol von v' bezüglich K^^ : P^' ^ a„' a„' a^(x^ = 0. 
Dreht sich w' um p^ , so beschreibt ihr Pol bezüglich ir„' 
eine Gerade, nämlich die Linie P^^P^'^ welche die zu p^ 
konjugierte Linie heißt. Ihre Gleichung ergibt sich aus P„,' 
und Pj^j wenn man {w'v')=^p^ berücksichtigt, in der 
Form: K^hVaVWaf^ = 0; dies gibt umgeformt 



(73) 



öp.i 



n: 



'.S? 
»'-"-« 



pp 



2El^El^==0. 



Ist p^ dem K^ angehörig, so fällt also Op% mit p^ zu- 
sammen. Ist K^p = , so wird der Polarkomplex E^j, 
von p^ speziell, seine Achse ist die konjugierte Gerade. 

Ist endlich p^ ein „singulärer" Strahl, d. h. E^p = 
und Klj, = , so verschwindet 6p« identisch. Die Be- 
ziehung zwischen p^ und Opt ist nicht 
umkehrbar. 

Ist p^ eine Gerade des K^ und t?' eine 
Ebene durch p^, so berührt JST^' p^ (Fig. 1); 
da K^p r= ist, wird 



if.' 







Fig. 1. 



Der Berührungspunkt f von p^ und 
K^' ist der Pol von p^ bezüglich JST^^; 
seine Gleichung wird also 

Pf = <j55, + t^',ii:2, = o. 

Hier sind q^ und r^ beliebig in t?' gewählt. !Nehmen 
wir nun Zj^ = 0, d. h. q^ dem Komplexe Z^^ = an- 
gehörig an. Dann ist Ä?^:^0, da sonst p^ ^ q? uiL<i^* 
durch denselben Punkt 8 geheü ^w^Öl«!C\, ^^ \^^^ ^öär^^^säcö. 
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eigentliches Koordinatendreieck vor. S ist nämlich der 
zu t?' im Komplexe E^j, konjugierte Punkt. Ist aber 
Zjj = , so wird die Gleichung des Berührungspunktes f : 

f fäJlt also mit z zusammen (Fig. 2). 

Der Berührungspunkt von JSr„' und p^ 
ist also der zu t?' bezüglich K^^ = kon- 
jugierte Punkt. 

Ein singulärer Strahl ist ein solcher, 
welcher den Komplexen E^p und K^p an- 
gehört. * Es gibt in jeder Ebene vier solche 
singulare Strahlen; sie sind die gemein- 
samen Tangenten zweier Kegelschnitte K^^ 
und j^ , wo Kl. der Komplexkegelschnitt 
von v' bezüglich K^^ = ist. Dual gehen 
durch jeden Punkt vier singulare Strahlen. 
Ist p* ein singulärer Strahl, so wird 
Pig. 2, ^p = speziell. Die Gleichung der Achse 

ist dann K^p = 0, und diese schneidet p^ 
zufolge E^p = in einem Punkte P, . 

p^ und die Achse g* von K^p = liegen in einer 
Ebene Eg, der singulären Ebene von p^ . Sie wird von 
allen Ky (y auf p^) längs p^ berührt. 
Ebenso heißt P« der singulare Punkt 
auf p^. In ihm wird p^ von allen K^ 
{v' durch p^) berührt. Wir wählen nun 
int?'=(p^g^) das Koordinatendreieck 
p2, fl^> ^^; dann schneidet r*, wel- 
ches beliebig in v' liegt, g^, somit ist 
JS:^ =0,.jr^^:^0. Es wird dann Z^p=0, 

Somit ist 

Es zerfällt also K^' in ein auf p^ 
gelegenes Punktepaar. (Fig. 3.) Dual 
zerfällt Kz in ein durch p^ gehendes 
Ebenenpaar. 

Der Ebene v' entspricht bezüglich des E^„p = ein 
Punkt P. Dieser liegt auf p^, da p^ in t?' wegen E^p = 




Fig. a 
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dem Klp = angehört. Wir nennen ihn den Punkt P 
der Ebene v' ; er ist mit P« nur dann identisch, wenn 
auch q^y das ja in t?' durch P, geht, dem Klj, «= an- 
gehört. Da nun g2 = Z^^ = ist, so müßte K^p^O 
sein, was wir vorläufig nicht voraussetzen. P, ist ein 
Punkt der Singularitätenfläche, Eg die zugehörige Tangen- 
tialebene, p^ ist Tangente an F^y Pi und Pg , welche zu- 
sammen K^' bilden, sind die zwei weiteren Schnittpunkte 
von p^ mit F^. Der Funkt P von t?' liegt auch auf p^, 
und zwar mit P« nicht zusammenfallend. Wir können 
nun r^ durch P, wählen, so daß also r^ dem E^j, = an- 
gehört, oder Klr = ist. Dann wird aber 

d. h. P liegt zu P, bezüglich P^ und Pg harmonisch. 

Sind X^^ =« , iT^^ = , ... die Polarkomplexe einer 
Geraden a, so erhält man den zur Ebene v'^(xyz) be- 
züglich JSTJ^ = konj ugierten Pun kt in der Form: 

Hierbei sind y^ ^ q^ und r^ wieder die Seiten des Drei- 
ecks xyz . !Nehmen wir o^ --= p^ , 
so wird aus (74) 

K%ui, + ir;,< + KIM = 0. 
Setzen wir hier nun 

so wird ZJ,. -^ = 0, was mit 
obigem übereinstimmt, da P, 
mit « zusammenfällt. Für n = 3 
folgt dann: 

oder 

somit wird P ^ Zj^ w^ + E^^ w« = , was auch mit obigem 
übereinstimmt. 

Wenn nun auch K^^ = ist, so fällt P, mit P in « 
y.usammen (Fig. 4). X^^ wird dann: 

Weitzenböck, Komplexsymbolik.. ^ 
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d. h. ein Punkt des Paares, in welches Kv^ zerfällt, fällt 
mit z zusammen. In z sind also jetzt dreii Punkte von 
Fg. vereinigt. Der vierte Schnittpunkt von p^ mit F^, ist 
dann gegeben durch Klr'^i + 2 ^r ^ = . Die Geraden, 
welche den Komplexen El„ = , Kl„ = und K^„„ = 
angehören, sind somit Inflexionstangenten der Singu- 
laritätenfläche. 

Nehmen wir nun auch an, daß E^^ speziell ist, daß 
also p^ auch dem Komplex Kl„ = angehört. Es gibt 
dann nur eine endliche Zahl von solchen Geraden p^ . 
Sind die Gleichungen auf das zugehörige Kleinsche System 
transformiert, so bestehen zwischen den sechs Koordinaten pi 
von p^ die Gleichungen: 



und 

Hieraus wird z. B. 


2:4p1 = o. 




11111 




opf = 


^ A, 1, 4 Ae 
Ai . . . . 

4 . . . . 
4 • . . . 


■ ik-h)i^-h)ik-k) 
• • • ih-k) 



Pl 



also opi=-+^Pi; hieraus ergeben sich 32 solche Gerade p^. 
Es taucht hier noch cße Frage auf, ob es bei einem 
allgemeinen Komplexe E^„ == Gerade gibt, die allen 
K^ gemeinsam sind. Es tritt dann zu obigen Gleichungen 
noch Klp = oder ÜX^p^^O hinzu. Diese sechs Glei- 
chungen können aber nur dann zusammen bestehen, wenn 
die Determinante P aus den Koeffizienten von jp? ver- 
schwindet, d. h. es muß 

111111 



P== 



^1 ^ ^ '''4 ^b ^6 

^ 

n 

AI 

4 .... 4 



= 
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sein. ^\m ist aber P^ die Diskriminante von (53), bei 
einem allgemeinen Komplexe gibt es also keine solchen 
Geraden. 

Ist Klj, = , so ist Elp speziell; seine Achse schneidet 
zufolge Elp = und K^p = die Achsen p^ und q^ von 
K^p und E^p. Da sich nun p^ und q^ schneiden, so 
liegt K^p entweder in der Ebene (p^q^) oder geht durch 
den Punkt (p^q^). Beides zusammen kann bei einem 
allgemeinen Komplexe nicht eintreten; denn dann wäre 
^IPi = ^iPi + ^2 kPi > also i? = ?«i + ?«2 ^ > ^ müßte somit 

A? k 1 
,A| h 1 

U? A, 1 j 

identisch verschwinden, also auch die pi identisch Null sein. 

Wenn die Achse r^ von K^p in der Ebene (p^q^) 
liegt, so können wir p^, q^^ r^ als Koordinatendreieck 
wählen. 

Der Komplexkegelschnitt der Ebene {p^q^) = v' ist 
dann Klp-u'/^O^ also ein Doppelpunkt, p^ hat mit 
Fpi im Punkte (p^q^) vier Punkte gemeinsam. Geht r* 
durch den Punkt ip^q^), ohne in v' zu liegen, so erhalten 
wir dual als Komplexkegel von (p^q^) die Doppelebene v\ 
Diese 16 Doppelpunkte und Doppelebenen sind die 16 Doppel- 
punkte und t)oppelebenen der Singularitätenfläche.. Sie 
bilden mit den 32 Geraden p^ die Kummersche Konfigu: 
ration. 

Wir führen schließlich noch die transformierten Glei- 
chungen der Komplexsysteme S* in Komplexebenen- 
koordinaten an. Es wird 



(76) S-'^IW-"- 
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Voraussetzung für die vorstehenden Ableitungen war, 
daß die Diskriminante von (53) nicht verschwindet. 

Die Gleichung der Singularitätenfläche F^ war in 
Punktkoordinaten x : a'x K oci ßi «c aj? hi /8y = , oder wenn 
;wir ai (Xx a^ oci =» Kly setzen, so wird nicht symbolisch 

Ist der Komplex Kl„ speziell von der Art, daß alle 
seine Oerade Tangenten einer Fläche 2. Ordnung fl sind, 
so erhält man als Gleichung der Singularitätenfläche 
gV ^ • (fiy j wobei A die Diskriminante von fl = bedeutet. 

Wenden wir dies auf den Komplex (25), Abschnitt 11, 
an, so erhalten wir, wie oben angedeutet wurde, das Qua- 
drat der Fläche 2. Ordnung, welche zu * dem Ketze (a h c) 
gehört. 



IV. Abschnitt. . 

Die linearen Komplexe im yierdimen- 
sionalen Ranm. 



1. Einleitung. 

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Betrachtungen 
in einem Operationsraum von n Dimensionen. Ein Punkt P« 
ist durch (n + 1) Verbältniszahlen a^*^, af^ . . . , af£^i be- 
stimmt. 

Es sei d eine ganze, positive Zahl <n , also d höchstens 
gleich n — 1 • Ein linearer B^ ist durch (d + 1) vonein- 
ander unabhängige Punkte bestimmt; diese Punkte seien 
Pi, Pg, ..., Prf+i. Die Koordinaten derselben können 
in eine Matrix M zusammengestellt werden, so daß 



M 









xf^'' 



a&V^ 



Aus dieser Matrix M lassen sich nun 



vör- 



/n + l\ 

U + lj 

schiedene, (d + 1) reihige Determinanten j bilden, welche 
wir die „Koordinaten des -Bd** im R^ nennen wollen, und 
zwar hier „Punktkoordinaten", da der R^ durch Punkte 
bestimmt wurde. 

^®^ (d + l) "^ (n —- d) ' ®^ haben zwei Eäume R^ 
und Rn-d-i die gleiche Anzahl von Größen zu Koordinaten, 
sie stehen sich im R^ dual gegenüber. 
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Wir behandeln gleich den einfachsten Fall, wo d=n—l 
ist. Die Koordinaten des JSn-i sind dann (^"^ J=w+1 Zah- 
len, die wir mit ui bezeichnen und „Eaumkoordinaten" 
nennen. Von nun an gilt also d>0, d<n — 1 . 

Ist durch n Punkte ein Bn-i gegeben und Pn+i ein 
weiterer Punkt, so drücken wir die Bedingung, daß Pn+i 
im Bn-i liegt, durch l^ullsetzen der Determinante 

aus, oder wenn wir nach der letzten Zeile entwickeln: 
(1) ui = Xu' = 0. 

Bin Bd kann bestimmt sein entweder durch (d+ 1) Punkte 
als Yerbindungsraum, oder durch {n — d)Bn-i als Schnitt- 
gebilde. !Nehmen wir zuerst den ersteren Fall; es seien 
Pi (i = 1, 2, . . ., d + 1) die {d + 1) Punkte, welche den 
B4 bestimmen. Wenn wir in M die ite, ifcte, ?te ... 
Yertikalreihe zu einer Determinante zusammenfassen, so 
erhalten wir eine Punktkoordinate des E^, die wir ent- 
sprechend den Vertikalreihen mit p», »,/,... bezeichnen. Da 
nun p»,i,z,... = —Pfc, »,/,... ist, so können wir diese Koordi- 
naten Pt,»,z,... durch n-dimensionale, (<Z+1) -faltige Komplex- 
symbole darstellen. Es wird also Vyk,h...=' ViVkVi - - - ' 
Ähnlich wie wir früher von einer Geraden p^ sprachen, 
sagen wir kurz Baiv^"^^) für einen B^ mit den Punkt- 
koordinaten p<,*,z,... . Die i , ifc , ? , . . . geben eine Indizes- 
gruppe, welche einen Teil der Zahlen 1, 2, 3, ..., n + 1 
bildet. Der andere Teil dieser Zahlen gibt die zu i, A;, Z, . . . 
„komplementäre" Gruppe i\ 1c% V, .... 

Über das Vorzeichen, welches der Koordinate p», *,;.... 
zu geben ist, wird gleich entschieden werden. 

Es seien außer den (d + l) Punkten, welche den 
Bddp^'^^) bestimmen, noch weitere (n — d — 1) Punkte ge- 
geben. Diese geben mit einem der ersteren zusammen 
(n — d) Punkte, durch welche wir einen Bn-d-ii'f'^) legen. 
Der Bd(p^-^^) und der Bn-d-i{^~^ schneiden sich dann 
in jenem Punkte P^+i, welcher sowohl der Gruppe von 
(d + 1) j als auch der von {n — d) Punkten angehört. Es 
ist dann 
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B 



x'{' 



^«+1) 



^M) 



iPf+l> 



0??^ a??> 



ae. 



n+l 









<!-i^^ 



= 0, 



Zieht man zwischen den zwei gleichen Zeilen af^^^'^ 
einen Horizontalstrich und entwickelt, so wird also die 
Bedingung, daß sich ein JKd(p^+^) und ein Rn-d-i(^~^ 
schneiden : 

(2) -S'p^,t.z,...'gt-,r.r,... = 0> 

Die Entwicklung von B erfolgte hierbei nach (d + 1)- 
und (n — <Z) -reihigen Minoren. Dem (d + 1) -reihigen Minor 
Pi, »,...,« ist in -ö, eine komplementäre ünterdeterminante 
ä'i, *',...,«' zugeordnet, über deren Vorzeichen sich folgendes 
ergibt (vgl. Weber, Lehrb. d. Algebra- 1, §26). Das Vor- 
zeichen ist von der Anordnung der i' , fc' , . . . , «' ab- 
hängig. Wir wollen diese Indizes immer der Größe nach 
schreiben, so daß links der kleinste steht. Ebenso sollen 
i, Ä, ..., « geordnet sein. Dem Produkte 2>»i... »?»'»'...»' 
kommt dann ein bestimmtes Vorzeichen 9?<»..., zu, welches 
von den Werten i , ifc , . . . , « abhängig ist. Wenn wir 
aus der Eeihe 

-B= 1, 2, 3, ..., w + 1 

die Zahlen i ,%,..., « herausgreifen und durch auf- 
einanderfolgende Transpositionen nach links schaffen, so 
entsteht die Eeihe 



E'=*, fc. 



ff , aJ , • • I 



9ik...» ist nun +1 oder —1, je nachdem man B' 
aus B durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Ver- 
tauschungen erhält. 

Wir schreiben also jetzt statt (2): 



(2a) 



B = ^yta;...>P<a;,..*gi^*\..»^ ' 
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Wenn wir die (n + l)-reiliige Determinante 
Pi V2 Pi ' • • Pn+l 



J== 



Pi P2 Pz 



Pn+l 



9l 92 Q.Z 



ö'n+l 



ö'l 02 fe • • • 9n+l 

entwickeln und beachten, da p und g Komplexsymbole 
sind, so erhalten wir 

^ = (d + 1) ! (n — d) ! 2'99<i...,p<i...,g<'r....' • 

Wir setzen nun für A die Abkürzung (p**+^ ä^"**) , dann 
ist also 
(2b) (p^^i gn-c^ ^ (g + 1) 1 (n - d) ! 2" y,t....Pit...>gt *'...>- > 

Somit folgt auch ö^'^+ig*»-^ -= (d + 1) ! (n - (Z) ! D , 
so daß A und D gleichzeitig verschwinden. 
Wir können aus R' eine neue Eeihe 

durch Transpositionen ableiten. Es sind hierzu (d+l){n—ä) 
Vertauschungen notwendig. Diesen entsprechen die Ver- 
tauschungen, die man vornehmen muß, um von (p^+^^f^-*^ 
auf {q^-^p^^^) zu kommen. Es ist bei Entwicklung der 
Determinante (g*-*^p^+^) analog (2b): 

(2c) (gn-<^yci^i) == (n - d) ! (d + 1) ! 2>^,^..,^g,^^^..,^p,^..., . 
Da nun aber 

ist, so wird also nach (2 b) und (2 c) 

I^^»"*'...»' = (— 1)^*^"^^^^""'^95»*...« ? daraus folgt, da 
(9i'u'..,.)^-{9iic....Y-+^ ist, 
9^i*....m'....' = (-i)^'^'>^'*-'>. 

Wir gehen nun wieder von den (d + 1) Punkten aus, 
welche einen R^ bestimmen. Wir nennen die Gruppe (das 
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Simplex) von (d + 1) Punkten die Gruppe Ä . B Bei 
eine zweite Gruppe von (n — d) Punkten, welche einen 
^n-d-iii^'^ bestimmen. Wenn der R^ und der Bn-d-i 
voneinander unabhängig sind, so ist Jtf :^0, wo 



Jf = 



<'ii 



^M) ^rf+1) 



a«,V 



^(d+2) ^d+% 



a??+i> 



a^^t? 



<ti^^ 



5 



Laü^n wir nun in A einen beliebigen Punkt P^ 
(i ^ 1 , i^d + 1) weg; die übrigbleibenden d Punkte A 
geben mit 5 zusammen d + n-'d = n Punkte, welche 
einen B^-i bestimmen. In diesem B^-i ist der Bn-d-u 
welcher durch B bestimmt ist, enthalten. Wenn wir so 
immer einen anderen Punkt in A weglassen, so erhalten 
wir. (d+l) Bäume Än-i, von denen jeder durch den 
^n-d-i{4^~^ hindurchgeht. Diese {d + l)jBn-i bestimmen 
also den 22,1 _rf.i(g'*-*^; die Koordinaten dieser JS„_i können 
somit dazu benützt werden, die Eaumkoordinaten des 
durch B bestimmten Bn-d-i ^^ berechnen. 

Lassen wir in A den Punkt P< weg, so erhalten wir 
mit B einen jRn-i, dessen Koordinaten ui^*^ (^=1, . -i n+1) 
seien. Diese ui^*'^ sind dann offenbar die Minoren von 
ocf in M . Die Eaumkoordinaten g,' *....,« des -Rn-d-i(3**"*0 
sind nun (d + 1) -reihige Determinanten der Matrix 



%'"' 


%"^' 


• <l\ 


«l'<* 


M^'* 


■ <ft 


«'«*+!' 


«i'^+l' . 


■ ■ <tt'' 



und da deren Elemente selbst wieder n-reihige Determi- 
nanten sind, so folgt nach einem Satze über adjungierte 
Determinanten (vgl. Weber, Lehrb. d. Algebra I, § 31) 
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Hier ist (i fc . . . «) zu {Vlc' . . . «^ komplementär, und es 
sind die Indizes der Größe nach geordnet. !Nach Voraus- 
setzung war M :^0] wir können, ohne die Allgemeinheit 
zu beschränken, M = 1 setzen, dann wird: 

(3) <Pik...8Pik,..» = V^v...b' - 

Daraus folgt der wichtige Satz: 

„Die Eaumkoordinaten können, abgesehen vom Vor- 
zeichen, durch ihre komplementären Punktkoordinaten 
ersetzt werden." 

Demzufolge wird aus (2a) die Bedingung, daß sich 
ein Edijp^'^^) und ein Bn-d-i{^~^ schneiden 

oder nach (2d): 

Da hier die i , ä , . . . , « der Größe nach stehen und 
p, q' Komplexsymbole sind, können wir dies bedeutend 
einfacher schreiben. Es ist nämlich 

Ö>.')'^^ = {^vY^' = (l>l(Zl' + P2 (?2 + . . . + Vn^i qUiY^' 

= (d + 1)1 2pik...»qik,.,r, 

somit wird die Bedingung auch: 

(4) p^+^ = g;^+^=^o. 

Wir bezeichnen auch hier wieder, wie früher bei den 
Geraden im jR, , die linearen Ba durch einen einzigen Buch- 
staben; ist dieser gestrichelt, so ist B4 durch seine Eaum- 
koordinaten gegeben. Durch Ba(p^+^) und Ädö?''*"'^ ist 
also derselbe Eaum B^ bezeichnet. 

Aus (2 b) erhält man 





(p<i + lg«-tf) = 


= {d + l)\ 


! vr' 








= 


= (n — d) : 


!(- 


-1)("- 


a)(d+i) 


vr^ 


also wird 














(5) 


vr . 


= (-!)(»-'' 


)(d+ 


t) Ps 


'n-d 




(d+i)i 




(n- 


-d)l 
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Für spätere Eechnungen wollen wir uns noch anmerken : 

Zu (4) bemerken wir folgendes: Lassen wir q' ver- 
änderlich, aber so, daß durch qik..., ein Bn-d-i dargestellt 
wird, so ist (4) die „Gleichung" des Rdip'^'^^) , der so durch 
alle ihn schneidenden Bn^d-i dargestellt erscheint. Sind 
die qik,,,, ganz willkürlich, so erhalten wir einen „Kom- 
plex K^S^ von Bäumen Ba im E,»". Im J24 werden wir 
also mit dem Geradenkomplex Kf und dem Ebenen- 
komplex Kf zu tun haben. 

2. Die linearen^ Bäume des JK4 • 

Die Koordinaten von Punkten bezeichnen wir mit 
den Buchstaben a? , y ,«,...; die von Bäumen (B^) mit 
u\ v% w\ .... Die Koordinaten der Ebenen und Ge- 
raden werden durch Symbole ^^r , |> , g , . . . dargestellt. 
Diesen Symbolen geben wir auch einen Exponenten, wel- 
cher sofort erkennen läßt, ob eine Gerade oder eine Ebene 
dargestellt wird. So ist z. B. durch p^ ^ij^^ Gerade, 
durch p^ eine Ebene in Punktkoordinaten gegeben. Baum- 
koordinaten werden gestrichen, also zeigt z. B. p'^ «ine 
Gerade p^^ q'^ eine Ebene q^ an. Für veränderliche Ge- 
raden- und Ebenenkoordinaten wenden wir gewöhnlich 
das Symbol n an. Statt Geradenkoordinaten sagen wir 
auch Strahlenkoordinaten. 

Wir gehen nun daran, die geometrischen Grund- 
operationen des Schneidens und Verbindens von linearen 
Bäumen in B^ analytisch darzustellen. Nach einem oben 
angeführten Satze wird im E4 eine Gerade durch alle sie 
schneidenden Ebenen und umgekehrt dargestellt; es sind 
Gerade und Ebene dual zueinander. 

Die Gleichung des Punktes y ist 

(6) ^^ = 0. 

Die Punkte a?, y bestimmen eine Gerade p^, drei 
weitere z, ty 8 eine Ebene q^. Schneiden sich p^ und q% 
so liegen die fünf Punkte x, y, z, t, s in einem jRg, es 
liegt also z. B. x in dem schon durch y,z,t und 8 be- 
stimmten jRg , d. h. es ist 
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(xyzts)^ 



X. Xp 



Vi 



Xo 



Xa Xk 



= 0. 



«1 ... «5 

Nach den ersten zwei Zeilen entwickelt, wird hieraus: 

-^(a^y)l2(2^*«)846=0 



oder 
also auch 



^Vikamni = Oy (iJcp^mnl) 

pI' = oder nach (5) Pq^ = 0; 

hieraus erhält man die Gleichung von p^ in Punkt- oder 
Eaumkoordinaten für veränderliche q: 

\K'-o 

und ebenso die Gleichungen der Ebene q^: 

Die Gleichung des Eaumes v' wird schließlich noch: 

(9) vj^O. 

Die Gleichungen (7) und (8) lassen noch eine zweite 
Schreibart zu, wenn wir das im Abschnitt I über Deter- 
minanten mit Komplexsymbolen Gesagte berücksichtigen. 
Wir können für 2pi2 ^44 schreiben ^{ppqqq), und dafür 
setzen wir kürzer ^{p^q^), somit haben wir: 

(10) . {ppqqq) = jp'q') = 122'p,tg^,, = 6pl, 

oder nach (5) 

(10a) (p^g3) = 2y,-^. 

Schließlich wird wegen q^g == qmni {i^ :f4^ wnZ) 

(11) (p2g3) = (p^3g/2). 

Es ist weiter 

(ppZts) = {p^Zt%) = 2 2Vii,{zt8)ranl 
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oder, da ^Pmni{zt8)mn» = pipipi wird, 
(12) (ppzt8)==2pipipi; 



hier« 
(13) 


tus für « == t = 
(PV 


= jt: 

jTjr«) 


= (P* 


Jl»8) = 


2p;^ 


p; 


und 
<14) 


Ferner ist 


Pl 


p;= 




I 





also da UTiinnixy)^^ = ^i^i 

(15) {ti 71 71 X y) = 6 nijii . 

Ist durch ^ und eine Gerade p^ bestimmt und 
71^ eine Ebene, so schneidet p^ diese Ebene jr», wenn 
(TrjTTry«) = (:7i«y2i) = ist. Lassen wir jr^ variabel, so 
ergibt sich die Gleichung der Verbindungslinie von y 
und z 

(16) 7ti7li=^0. 

% 
Dual wird die Schnittebene zweier B^ v^ und w' : 

(17) jt^yr«, ==0. 

Lassen wir in (16) y ^ x unbestimmt und nehmen z 
als gegeben, so wird die Gleichung des durch die Ebene 
p^ip^^) und z gegebenen Baumes: 

(18) pipi=0. 

Dual wird die Gleichung des Schnittpunktes der Ge- 
raden p^ mit dem Eaume 1?': 

(19) P«-P.— 0. 

Der Baum (yzts) hat die Gleichung (xyzts) = 0; 
bestimmen y und z die Gerade p^y t und 8 die Gerade g^, 
so ist auch (xppqq) = (xp^q^) = . Daher wird nach 
•(13) die Gleichung des Baumes (p^q^): 

, Plqi = oder wegen (14) 



I Plqi-0 
\pi^pi-0' 
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Dual wird die Gleichung des Schnittpunktes der 
Ebenen p^ und q^: 

, . . ßlVu'==0 oder 

(41) 



\ P'^qu-0. 



Weiters liefert (20) die Gleichung der Ebene {p^x): 

(22) pL^'p'.-O 

und (21) die Gleichung der Schnittgeraden {p^v'): 

(23) 7C1.7C^' = . 

Endlich wird die Gleichung der Ebene (x y z) ; 

(24) 7g^Ji^yr; = 

und dual die Schnittlinie der drei Bäume v\ w\ o': 

(25) n^'Ti^'Tio^ = . 



3. Die Identitäten der vierdimensionalen Formen. 

Entwickeln wir UxVy — viuy, so entsteht eine Summe 
2 {4^ v')ijt {x y)ijt von zehn Gliedern, die wir analog den 
Formen im B^ mit {u^v^)(xy) = {(ßy){u'v^ bezeichnen. Es 
ist also 



(26) 



Ux Uy 



= 2(u'v')it {xy)ijt = {u'v%y) 



Auf ähnliche Weise erhält man die Identität 



(27) 



Uz 

vi 



Wi Wy W'z 



= i:{u'v'w')ai {xyz)iki = {u'v'w%y^) 



Statt der Determinanten in (26) und (27) schreiben wir 
auch abgekürzt nur die Elemente der Hauptdiagonale 
symbolisch: 

(uivS) und {uivywi) . 

Das Produkt der Determinanten {u'v'w^o't^) und^ 
(xyzrj^) gibt {uivywi o^tI); bestimmen wir nun die f< so, 
daß w| = , t?| = , ti?| = , a| = ist, also 



3. Die Identitäten der vierdimensionalen Formen, 
dann wird 

und es ist daher 

somit erhält man: 

(28) {u'xvjwioi,) = {xyzYjX) für Jjj = ju' v' w' o')i , 
Entwickelt man die Identität 
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1 «2 <*3 <*4 % 



/u 



= 



nach der letzten Kolonne, so wird: 

{bcdef)a^ — (acdef)\' + (a'bdef)Cu' — (ahcef)du 



(29) 



+ (a&cd/')6«^ — (a&cd6)/*„' = 



Setzen wir nun hier a = b = p und c = d = q, wo 
p und g zweiwertige Komplexsymbole sind, so wird: 

2(pqqef)pu' + 2(ppqef)qu' + (j>pqqf)eu^—(ppqqe)fu' = 0. 

Wenden wir auf die einzelnen Glieder die Formeln (12) 
und (13) an, so erhalten wir: 

-2 qp qigtfPu' - 2 Pqp'eP/qu' + vl ^'M - pI qeu} = . 

Daraus ergibt sich folgende Formel, der wir gleich ihre 
duale beifügen: 

(30) qpqLQJVv' = -V'.vLVy^v' + \vlg.y< - JpIQxK > 

(30 a) qp^qu-qy^Vx = -VgVuVv'gix + \Vg^av'< - jPg^qu^K - 

Setzen wir in (30) noch x = y =r , so entsteht die 
Identität: 

(31) pI V V + gr- Pr Pu' + rl q^ ^u- = ^ » 



96 rV. Abschnitt. Lineare Komplexe im vierdimensionalenRaiiin. 
Ist in (30 a) und (30) p mit g vertausolibar, so wird 

(32) qUUyVv' = +iPUiK - \vUWv 
und 

(32a) qpqu'qtPx = +i<^gt,-< - \Vg^q.u'< - 

Setzen wir in (29) c= d-= e^ n^ a = h = p , so wird 

2(p7t7t7lf)Pu^ + 3{pp7l7lf)7l^' — {pp7Cn7l)fu'^0, 

also nach Anwendung von (13), (15) und (10): 

— 2 Jtij^Pu' + P'„^pi 7t^' — jil,^ ui =E , 

Wir erhalten also die beiden wichtigen Identitäten: 

(33) nJTtipu' = —jJil^nu'pi + ^n^'^uj , 

(33a) Jtp'Tlu'Pi = —j^p^^iPu' + ^^l'Ux . 

Schreiben wir in (29) statt a, hy c^ d, e, f die 
Ziffern 1,2,3,4,5,6 und setzen wj = (7 8 9 0)< , dann 
wird: 

r (2 3 45 6) (17 8 90) -(13 45 6) (2 7 8 90) + »>> 
^^^^ 1 -(12345) (67890) = 0. 

Hier setzen wir nun 1 = 6 = «'; 2 = 7 =? &' ; 3 = 8 = c' ; 
4 = 9 = <«' und 5 = = e', dann wird für J = {a'bVd'ey 

2J={a'a'c'd'e') {h'Vc'd'e') + (a'a'Vd'e') {c'o'Vd'e') + 

+ {a'a'Vc'e') {d'd'yc'e') + {a'a'h'c'd') (e'e'Vc'd") . 

Nehmen wir weiter a, h , ... vertauschbar an, so ist 

2J=4:{a'a'yc'd') {e'e'h'c'd') , 

J = 8 «6' «c' a<j' 6ft' 6c' e^ ; 

hier wenden wir auf die vier ersten Faktoren rechts (32 a) 
an, dann wird: 



J= +4a^aer6?.6tf' . 



Die Komplexsymbole kann man nun so zusammenziehen, 
daß man ^^Oi gleich wirklichen Größen 8i setzt, dann 
ist also 
/35) Bj^ala^ {a = h) 



3. Die Identitäten der vierdimensionalen Formen. 
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und aus obiger Gleichung wird: 

<36) J = {a'yc'd'ey = +4:81., 

somit, da die 8i wirkliebe Größen sind, 
(37) J = 0. 

Wir wenden uns nun etwas genauer den Größen zu, 
die wir als Koordinaten einer Geraden oder einer Ebene 
im -B4 definiert haben. Es seien die Punkte x , y gegeben, 
welche die Gerade p^ bestimmen. Aus der Matrix 



M = 



Xo 



Xa Xk 



Vi y2 Vz 2^4 Vh 



ergeben sich dann die zehn Größen {xy)ii=^fii als Strahl- 
koordinaten. Diese zehn Größen sind nicht voneinander 
unabhängig, d. h. man kann nicht zehn willkürliche Zahlen 
als Koordinaten einer Geraden annehmen. Aus der Identität 
[vgl. Abschnitt I, (2)] (& c) {a d) + (c a) {h d) + [a V) (cd) = 
folgen die fünf nachstehenden Gleichungen, wenn man 
je eine Kolonne in M wegläßt: 

I) P25 P34 + P53 2>24 + P45 P23 = , 

n) 2?3i P45 + Pi4 P34 + Vbi P34 = j 

<38) j III) pi5 P24 + P52 Pi4 + P12 P45 = , 

IV) 2>53 P12 + Vn P25 + P32 2>i5 = , 

V) 2>i4 P23 + P42 V\z + 2>34 P12 = . 

Diese fünf Gleichungen sind aber nicht voneinander 
unabhängig. Eliminiert man aus III) und IV) p^^ und 
ebenso aus I) und II) P34, so erhält man dieselbe Glei- 
chung; ebenso wenn man aus II) und III) P15 und aus 
V) und I) P23 eliminiert. 

Die fünf Gleichungen (38) sind also nur drei unab- 
hängigen äquivalent. Es gibt somit im JB4 cx)^ viele Ge- 
rade und Ebenen. 

Die Gleichungen (38) lassen sich sehr einfach sym- 
bolisch herleiten. Es ist nämlich {xyxyz)^0 , also auch 
{ppqqz)^.0 für p = q. Wir haben also nach (13): 

<39) Plq.i = 0, 

Weitzenhöckf Komplexsymbolik. 
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also auch p J. g{ ^ , woraus sich füri = l,2,3,4,5 
die Gleichungen (38) ergeben. Geometrisch ist dies leicht 
einzusehen. Es ist nämlich p^qi^O die Gleichung des B^ , 
welcher von p^ und q^ bestimmt wird. Derselbe wird für 
pi = g2 unbestimmt. 

Die den Gleichungen (38) für Ebenenkoordinaten ent- 
sprechenden sind leicht zu erhalten; wir ersetzen einfach 
jedes pii durch sein komplementäres Pmni- Statt (39) 
wird dann p^^Pu' ^ . 

4. Der lineare Strahlen- und Ebenenkomplex. 

Wir führen das meiste nur für den Strahlenkomplex 
durch, da sich die dualen Ableitungen für den Ebenen- 
komplex leicht bilden lassen. 

Es sei 

(40) Kf = ^;. = 

die Gleichung des Strahlenkomplexes. Die aik sind hier- 
bei beliebige Größen. Kf ist dann ein System von 
(»5 Geraden im A4, welches durch eine lineare Gleichung 
dargestellt wird. Statt (40) kann man auch schreiben 

(40a) <' = , 

worin die Geraden des Komplexes in veränderlichen Eaum- 
koordinaten auftreten. Es ist nach (5) 67il'^2 n^^ . 
Dual werden die Gleichungen eines Ebenenkomplexes 

(41) Kf = K^^0 
und 

(41a) Ttj, = . 

Wenn zwischen den Oi* in (40) keinerlei Gleichungen 
bestehen, nennen wir den Komplex einen allgemeinen. 
Genügen die «{* aber mindestens dreien von den Glei- 
chungen (38), also auch allen fünf, so können sie als 
Eaumkoordinaten einer Ebene a^ aufgefaßt werden. 
nl, = sagt dann aus, daß jede Gerade n^ des K^l^ die 
Ebene a^ schneidet. Wir sagen dann, der Komplex ist 
,,8pezieW^ und die Ebene a^ ist seine „Leitebene**. 
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Dual besteht ein „spezieller Ebenenkomplex^' aus 
der Gesamtheit der eine feste Gerade, die „Leitlinie'S 
schneidenden Ebenen. 

Damit ein Komplex speziell ist, sind also drei Be- 
dingungen zu erfüllen. Das analytische Kennzeichen 
dafür ist ^2^^^, ^ 

oder nach (35) 

(42) Su' = 0. 

Für den Bbenenkomplex Kf ^ tt^ = führen wir 
analoge Größen Si = alM ein. K^\ ist dann speziell, wenn 

(43) ^8f^ = . 

Es sei ein Punkt y gegeben. Die Gerade (xy) gehört 
dem K^J^^ ^ ji^. = an, wenn 

(44) Ey = aiai = 

ist, d. h. alle Geraden eines XJ**, die durch einen Punkt y 
gehen, liegen in einem A3, dem zu y „konjugierten" 
Eaume By. Dual für einen Kf: Alle Ebenen eines Kf, 
die in einem B^{v') liegen, gehen durch P„'. 

Setzen wir in (44) statt y * - - y + Izj so erhält man 
ein Büschel von konjugierten Bäumen mit der Ebene, in 
der sich By und B^ schneiden, als Basis. Diese Ebene 
nennen wir zur Geraden p^ = {y z) konjugiert. Ihre Glei- 
chung wird: 

(45) JE?pi = ^a'^brPa'Pb' = ' 

Es schneiden also alle Gerade eines Kf, welche p^ 
treffen, eine feste Ebene J^p»; jede Gerade, welche einen 
Punkt in Dp* mit einem Punkt auf p^ verbindet, gehört 
dem ^f an. 

Drei Punkte y^Zjt bestimmen eine Ebene p^. Die 
Bäume By , B^ und Bt schneiden sich in der zu „p^ kon- 
jugierten" Gexaden Opt, deren Gleichung wird: 

(46) Qps ^ Jlg^ TTy TCc' Pa* Py ffc^ = » 

Die vier Bäume By, Bg, Bt und Bg endlich schneiden 
sich in einem, zum Baume v^ ^ (yzts) konjugierten 
Punkte P„/; dessen Gleichung wird: 

(47) P,. = {a'yc'd'v') (a^b^c^d^u^\ = ^ > 
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Diese Gleichung läßt sich aber nach (36) leicht anders 
schreiben. Es ist 

da aber auch J = {a'h'c'd'e'Y = 4 S?^ ist, so wird 



also bleibt 
(47a) 






Ist Ä»-^0, der Kf also allgemein, so wird, wenn 
8^ ^ ist, der Punkt iS^' = zu jedem R^{v^) konjugiert. 
Wir nennen ihn den „Brennpunkt** des Komplexes. 
Geht v' durch den Brennpunkt, so ist (47a) identisch 
Null, der P^/ unbestimmt. Ebenso wenn der Komplex 
speziell ist. 

Durch den Brennpunkt 8 gehen alle konjugierten 
Bäume. Es ist nämlich 8 in jedem Ry enthalten, da 
asoi^^ ist. Dies gibt die Identität (31) für p = ^ == r 5 
es wird dann p^^q^r^^^O, die duale Gleichung hierzu 
ist pi^qr'Vi^O oder ab^hc^ci = 0, woraus für aphi = 8i 
folgt 



(48) 



asaj^O 



Jeder beliebige B^ ist also zu 8 konjugiert. Jede 
Gerade durch den Brennpunkt 8 gehört dem Komplex 
an; die zu einer Geraden konjugierte Ebene und die zu 
einer Ebene konjugierte Gerade gehen durch 8. 

Die durch einen Xf (oder Kf) bestimmte duale Ver- 
wandtschaft (das I^ullsystem im JB4) ist nicht umkehrbar. 
Die Koordinaten vi des By sind aiai^ivi, und diese 
Gleichungen sind nach y nicht lösbar, weil die Deter- 
minante D der a/t verschwindet. Wenn wir in 



I> = 



%1 <*12 %3 ^14 <*15 
«21- 



«61 



«55 
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Zeilen mit Kolonnen vertauschen, so wwS D =.«^i), also 
D^O. Dies stimmt mit (37); denn es ist auch 

D = ^{a'yc'd'ey = . ' . 

Ist der Kf speziell, so wird S unbestimmt in der 
Leitebene liegend. Diese ist dann zu allen Geraden des JB4 
konjugiert. 

Beim Bbenenkomplex erhalten wir dual einen „Brenn- 
raum" Si = . Jede Ebene in diesem gehört dem Kf 
an usw. 

5. Die ebenen Schnitte eines K\^\ 

Es sei ein ÄgC^O diirch die vier Punkte Pi(ä?), P2(y)> 
Pq{z) und P4^{t) gegeben. Wir fragen nach dem Schnitt 
des K^t^ ^ JT^ = mit dem Bsi'^') y ^- h- ^^^^ der Menge 
von Geraden des K^i\ die in B^{v^ enthalten sind. 

Sind S^ und fji zwei Punkte in t?', so daß also 

Li = ^i^i + «2 y» + ^3 ^i + ^4 *i > 

Li = ^lOßi + ^ y» + ^ «i + ^4 U 
ist, so sind die Koordinaten n^ der Geraden P^Px im R^ : 

(49) ^t=2;'(«A)^n(Pn.Pn)ifc. 
m, n 



Hier sind i, A; die Zahlen 1, 2, ..., 5; m, n die 
Zahlen 1, 2, 3, 4, welche sich auf die Punkte x, y , Zy t 
beziehen. Soll nun P^Pii dem iCJ*^ ^ ji«/ = angeboten, 

so muß yai,^(^iU„{P„P^),, = 

sein, oder wenn wir •für {xX)mn die dreidimensionalen 
Linienkoordinaten g^n von P^Pa in t?' setzen: 

(50) 2'^<ta^.a^^ = 0. 

Hier ist z. B. für ap^ap^ zu setzen aiai, da Pj = o? 
und P2 == y ist. (50) sagt nun aus, daß der Schnitt 
des K^i^ mit dem R^{v^ ein dreidimensionaler Strahlen - 
komplex K^^ ist. 

Die Invariante -ä-n von E^^^ wird: 
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woraus durch. Vßf tauschung folgt 



.also AAcb (28) 
tind nach (13) 


= i(aV 


(51) 


^11 = Ä,' . 



K^. ist also nur speziell, wenn entweder der K^^^ 
speziell ist oder v' durch den Brennpunkt geht. 

Wenn wir bei einem Kf nach jenen Ebenen fragen, 
die durch einen gegebenen Punkt y gehen, so erhalten 
wir ein System von c»» Ebenen, welches im A4 dem drei- 
dimensionalen Strahlenkomplex entspricht. Wir wollen 
es eine • „Ebenengarbe" nennen. Bei einer „speziellen 
Ebenengarbe" existiert dann eine „Leitebene", welche 
längs einer (Geraden von einer Ebene der Garbe ge- 
schnitten wird. 

Unter dem Schnitt einer Ebene mit einem Kf^ ver- 
stehen wir die Gesamtheit der Geraden des Kf , welche 
der schneidenden Ebene angehören. Es sei p^ = (3^, «, <) 
diese Ebene und f , rj zwei Punkte in ihr, so daß 

f t = «1 y» + ^2 «i + ^3 ^t > 

Die Koordinaten jin^ der Geraden {^rj) sind dann 

(52) Jtii = {x A)i2 (y z)a + {x X)^^ {z t)ij^ + {x X)^^ {t y)ij, . 

Gehört {^rj) dem Kf^ an, so .wird, wenn /li die zwei- 
dimensionalen Linienkoordinaten in p^ bedeuten: 

(53) azütjui + ataiju^ + ayaifji^ = , 

d. h.: Alle Gerade des Kf in p^ bilden ein Büschel. 
Den Scheitel desselben nennen wir das „Zentrum" der 
Ebene p^ und bezeichnen es mit Z^, Dieses Eesultat 
war vorauszusehen. Wir brauchen nur durch p^ einen 
B^(v') zu legen, welcher den Kf nach einem Kf =^ K^' 
schneidet. Dieser wird dann, wie bekannt, nach einem 
Büschel von p^ geschnitten. 
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Die ternären Koordinaten des Zentrums Zps sind 
nach (53): 

Seine Gleichung als Punkt im £4 ist also: 

(54) Zp» = uiaia{+ ujoigj + ulaiai^ . 

Multiplizieren wir (54) mit 6, so wird das erste Glied 
%uiazai^{aaazi)Uy'^ formt man hier rechts nach (29) 
um, so wird 

2 ui aiäi = {aayzt)au^ — 2 aidi tii+2 aiai ui . 

Schaffen wir hier die zwfei letzten Terme rechts nach 
links, ^so entsteht das doppelte Trinom von (54), somit 
wird 

2Zp8 = (aayzt)au' = (««ppp)««', 

also kommt statt Z^s == als Gleichung des Zentrums 
von p': 

(55) a^aw ^a^Pu^^O « 

Geht p^ durch /S, so fällt Zpt mit 8 zusammen; ist der 
K^^^ speziell, so ist Zp» der Schnittpunkt der Leitebene mit 
p^, wie (55) zeigt. 

Bei einem Ebenenkomplex gibt es dual zu jeder Ge- 
raden p^ einen „Zentralraum^^, in welchem alle Ebenen 
des K^2^ liegen, die durch p^ gehen. Die Gleichung des 
Zentralraumes wird 

(56) a^^K-^O. 

Lassen wir in (55) p^ willkü] 
so stellt 

(57) al.au^ = a^ 71^^ = 



Lassen wir in (55) p^ willkürlich und u^ = v' fest, 
so stellt 



einen Ebenenkomplex dar, welcher dadurch definiert ist, 
daß das Zentrum jeder Ebene dieses Komplexes im Baume 
R^iv") liegt. 

Wir werden diesem Ebenenkomplex (57) später unter 
einem allgemeineren Gesichtspunkte wieder begegnen. 

Dual wird bei jedem Kf bezüglich eines Punktes 
ein Kf^ erzeugt. 
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Wir bestimmen noch den Brennraum des Kom- 
plexes (57). Seine Gleichung sei i8:^ = 0; in nicht sym- 
bolischer Form erhält man für den Brennraum eines K^^^ : 



Hierbei ist für Kf nl. = und für K^^^) ni? = zu 
setzen. Die duale Formel ergibt den Brennpunkt eines K^^K 
Aus (58) erhält man für den Komplex (57): 

d. h. wenn der Kf ^ jt^. = nicht speziell ist, so wird 
der Brennraum von (57) mit dem erzeugenden Eaume E^r 
identisch. Das duale Ergebnis ist leicht anzugeben. 

6. Die Nullsysteme im JS4. 

Wir kommen etwas genauer auf die durch einen Kf^ 
bestimmte Verwandtschaft (Nullsystem) zwischen Geraden 
und Ebenen zurück. 

Die Gleichung der zu p^ konjugierten Ebene Ep% ist 
nach (45): 

JE?p8 ^ 7la* Tli^* Pa' 2>ft' = . 

Nach (15) wird auch: 

der Ausdruck {ji^ji^ji'a'h^pa' gibt nach (29) entwickelt: 

2(jr'jrVa'&0 = ^{n'7t'a'ya')p^ + {jt' n' n a' a") p^ , 
also 

12 JS7p. = 3{7i'7i'a'ya')p„'Pb' + Qn^pl . 

Wendet man hier auf {n'n'a'ya')pi,' abermals (29) 
an, so wird 

2(n'n'a'a'h')py = -2(jr'a'a'&'&0^ - 2.{n'7i'a'h'l)')pa' ; 

vertauscht man hier im 2. Term rechts a und h und 
schafft das Glied nach links, so folgt: 

also wird: 



6. Die Nullsysteme im jB^. lOö 

Wir sagen nun analog dem B^ , daß auch hier 2 Kf^ 
oder 2Kf ein Büschel von Komplexen bestimmen. 

Dann ist in (59) der Satz enthalten: 

JE?pa als spezieller Kf aufgefaßt, gehört also dem 
Büschel an, welches durch den ursprünglichen K^^^{a^) 
und der durch p^ und den Brennpunkt 8 gelegten Ebene 
(als spezieller Komplex aufgefaßt) gebildet wird. Es ist 
nämlich 8„^p%^ = die Gleichung der Ebene, welche p^ 
mit 8 verbindet. 

Aus (59) ergeben sich ferner folgende Sätze: 

Die Geraden, welche ihre konjugierte Ebene schneiden, 
gehören dem Komplex selbst an. 

Die zu einer Komplexgeraden konjugierte Ebene er- 
hält man durch Verbindung mit 8. 

Ist der Komplex speziell, so fällt jede konjugierte 
Ebene mit der Leitebene zusammen. 

Wir gehen nun weiter zu der einer Ebene p^ kon- 
jugierten Geraden ö^s. Ihre Gleichung ist nach (46): 

öp» ^ 7la' Tll,^ Tic' Pa' Pb' Pe' — , 

Durch ähnliche Umformungen wie oben erhalten wir: 
2 0pz = {nna'yc')pa'Pi,^pc' , 
4öp« = -'2{a'a'7t'yc^p„'Pb'Pe' — {a'a'n'n'e')pl.pc' 

+ {a'a'n'n'l)')p^p^'Pc' y 
-4öp. = 2{a'a'h'c')pyp^pc' — 2{a'a'jz'7i'c')pc^pl , 

^B-N, 
wobei: 

— Ä = 2 {ya'a'jz'c') pi/ p^ p^ 

= -2(b'ya'n'c')p^^p„'Pc^ - {b'Va'a'c')pl.pc' 

+ {b'Va'a'7i')p^p^pc' . 

Hier verschwindet der mittlere Term rechts nach (48) 
identisch, beim ersten kann man a' und h' vertauschen 
und ihn dann nach links schaffen: 
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ferner ist 

= -2{c'c'a'7t'ji')pa^pl - 2{c'c'aW7i')p^pl , 
2N^ ^2{c' o'a'a' 71^ p^pl = --2 8^p^pl. . 
Wir erhalten also schließlich: 
(60) Q^s^-i8^p„'pl. 

Es war nach (55) aPpu^ = die Gleichung des 
Zentrums der Ebene p^, somit gibt uns (60) den Satz: 

Die zu einer Ebene konjugierte Gerade ist die Ver- 
bindung ihres Zentrums mit dem Brennpunkte des Kom- 
plexes. 

Die konjugierte Gerade einer Ebene durch den Brenn- 
punkt ist unbestimmt. 

7. Zu den Inyarianten eines K[^K 

Daß ein K^^^ keine Invarianten besitzt, können wir 
leicht folgend beweisen: 

Mit Hilfe von (29) und durch entsprechende Ver- 
tauschungen der Symbole a , & , c , ... können wir jede 
Invariante J symbolisch als Produkt von Faktoren ay 
darstellen. Durch (29) werden Determinanten wie (ahcde) 
auf solche Faktoren zurückgeführt, wobei natürlich auch 
(12) und (15) Anwendung finden. Wir nehmen also jetzt J 
in der Form a^ a^ , , , an und halten uns vor Augen, 
daß ein ungestrichenes Symbol dreimal, ein gestrichenes 
Symbol zweimal auftritt. Es kann nun z. B. a an die 
Symbole &% &', c' gebunden sein, so daß J =^al>ac' . . . ist. 
Dann suchen wir in J den weiteren Faktor mit c% 
etwa de' , und setzen für a% ai die wirkliche Größe 8i , so 
daß J = Sc'Cd - * ' wird. Dies verschwindet aber nach (48) 
identisch. 

Die zweite Möglichkeit tritt ein, wenn a an &', o\ d\ 
also an drei verschiedene Symbole gebunden ist, so daß 
J = a^aea^^ . , , ist. Dann können wir aber (32a) an- 
wenden und kommen auf den ersten Fall zurück. 

Die Größen 8i sind natürlich keine Invarianten, wie 
dies auch geometrisch leicht einzusehen ist, da sie ja die 
Koordinaten des Brennpunktes sind. 
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Ebenso wie oben beweist man leicht, daß ein jffjf* 
als invariante Form mit Baumkoordinaten nur die einzige 8u^ 
besitzt, welche, gleich NuU gesetzt, den Brennpunkt dar- 
stellt. 

Das Speziellsein eines Kf^ kann also nicht durch das 
Verschwinden von Invarianten dargestellt werden. Erst 
Ä„' -^ gibt (ües Kennzeichen. 

Wir dehnen diese Betrachtungen gleich auf ein System 
von 2Kf aus. Diese seien jrS*>=jrJ.=0 und Lf=nl.=^0. 

Dann lassen sich den Größen Si = alai und T<=a^a< 
noch die fünf Größen 

(61) Bj^alaj 
anschließen. 

• Es ist natürlich auch Ri^oc^oci. Dann läßt sich 
wieder jede simultane Invariante J als Produkt von 
Faktoren a^^, ao^'y ä/t darstellen und derart umformen, 
daß sie entweder verschwindet, oder daß sich die Größen 
Bij Ti, 8i einsetzen lassen. Wir haben also nur Formen 
zu untersuchen, in welchen diese Größen in Verbindung 
mit a und a auftreten, wobei wieder zu berücksichtigen 
ist, daß asai^O und ocTOci^O. 

Wir gehen nun von den Formen aus: 

(62) Ti=^.a^ai, 

(63) i:i = oc^80ci. • 

Diese können wir nach (31) umformen, wenn wir für 
Ti und 8i die Werte in Symbolen oc und a einsetzen; 
dann wird auch 

(62 a) n = -2akai, 

(63 a) i:i = -2akoci. 



Um nun die möglichen Invarianten der beiden Kf 
zu bestimmen, haben wir nur noch folgende sechs Formen 
zu untersuchen: Äy, S^c, Tr, Tz", Rr und R^' . 
Es ist Sr^a'Tah = 0, 

82'=ocS'e=0, 
Tr = a^ = , 
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ferner wird 

(nach 62), dies gibt nach (31): 

= — OCs OCt — ^R ^T > 

^^®^ Bt^ = und ebenso E2:=0. 

Es gibt somit keine simultane Invariante bei zwei 
Strahlenkomplexen im Ä^. 

Aus obigem schließt man auch leicht, daß durch 
Bu^ , Ti und üi die einzigen Formen gegeben sind, welche 
eine Eeihe Punkt- oder Eaumkoordinaten enthalten. Deren 
geometrische Bedeutung werden wir sofort angeben. ^ 

8. Das EompIexbäseheL 

Irgend ein Komplex des Büschels sei dargestellt durch 

Die Gleichung des Brennpunktes von K^ wird 

(64) 8^^{K^) = xlSu^ + 2xi x^Bu^ + xjTu^ = . 

Die Brennpunkte bilden also eine quadratische Menge 
von ooi vielen Punkten, somit: 

Die Brennpunkte der Komplexe eines Büschels bilden 
einen Kegelschnitt ß, dessen Gleichung in Eaumkoordi- 
naten wird nach (64): 

(65) Q = Su^Tur- Bl = 0. 

Die Ebene dieses Kegelschnittes Q ergibt sich aus 
drei Brennpunkten beliebiger drei Komplexe K^, Kx, Ku 
in der Form: 

(66) JS ^= ^s ^R ^T = . 

Daraus folgt, daß nicht nur S^' = und T^' = , 
sondern auch der Punkt B^'^O auf E liegen; aus (65) 
folgt dann weiter, daß sich die Tangenten an ß in /S 
und T im Punkte B schneiden. 

In einem Büschel kommen im allgemeinen keine spe- 
zieHen Komplexe vor, da hierzu die Erfüllung dreier Be- 
dingnngen nötig ist. 
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In einem B^iv') wird durch das Büschel ein Büschel 
von zwei Kf erzeugt. Die Invariauten der zwei Grund- 
komplexe desselben sind nach (51): 

-^11 = S^' ) 

-^12 ^^ Bf^ , 

Ist Ä„' = , so liegen die beiden Kf involutorisch, 
wir nennen daher den Punkt B den „Involutionspunkt". 

Für -All -4-12 — -^12 = S^'T^ — Bl = wird das li^Tetz, 
nach welchem B^{v^ das Büschel schneidet, speziell. 
B^{v') berührt dann den Kegelschnitt ii oder schneidet 
ihn in zwei zusammenfallenden Punkten entsprechend 
dem Zusammenfallen der beiden Leitlinien des I^etzes. 

Ist 8u^ ^Oj so sagen wir, die beiden Kf liegen in- 
volutorisch. Jeder B^ schneidet dann dieselben nach 
zwei Kf, welche involutorisch liegen. 

Der Brennpunktekegelschnitt ii zerfällt dann in ein • 
Punktepaar, nämlich in die Brennpunkte der beiden Kf. 
Hierbei ist der Brennpunktekegelschnitt als besonderer 
quadratischer Eaum B^ aufgefaßt. Der Ort der Brenn- 
punkte der Komplexe K^ ist dann nach (64) die Verbin- 
dungslinie von 8 und T. 

Q zerfällt ferner noch, wenn einer der Kf^ etwa 
ji« = , speziell ist, also für Su^^Q, Dann wird 

Q = ^Bl = , 

also artet Q in einen Doppelpunkt aus. Die «x>i Brenn- 
punkte liegen dann auf der durch B gehenden Geraden (B T) . 
Sind endlich beide Kf^ speziell, so ist der Involutions- 
punkt mit dem Schnittpunkte der Leitebenen identisch; 
dieser Schnittpunkt, doppelt gezählt, repräsentiert Q. 
Für Bi^^O existiert dann kein spezieller Kf im Büschel 
außer den Grundkomplexen. Ist jedoch auch noch 
jR„' ^ , so liegen die beiden Leitebenen in einem B^ 
oder schneiden sich längs einer Geraden. Dann ist jeder 
JBTf^ des Büschels speziell. Dieser Fall entspricht dem 
Strahlenbüschel bei einem singulären Netz im B^ . Sollen 
bei zwei allgemeinen Kf die Brennpunkte zusammenfallen, 
so muß n'snT^O sein, denn dies ist die Gleichung iht^^^ 
Verbindungslinie. Q ist dann ^m "^xsLTÄLXfö^^Äax. 
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Wir geben schließlieh noch die geometrische Be- 
deutung der Formen (62) und (63) an. Ti = stellt den 
zu T bezüglich jt^ = konjugierten Baum dar. Ebenso 
ist 2x=^0 die Gleichung des zu S bezüglich n\. = kon- 
jugierten Baumes. !N^ach (62 a) und (63 a) gehen diese 
Bäume auch durch R , ihre Schnittebene ist also mit E , 
in der Q liegt, identisch. Deren Gleichung war (66) ; durch 
eine leichte Umformung erhält man auch 

(67) n's TlT 7lR ^=. 2i TlT' 7t2* 9 

woraus auch folgt, daß E der Schnitt von T« = und 
2*^ = ist. 

9. Die singulären Gebilde. 

Wir sahen oben, daß bei einem Kf ^= ttJ/ = jedem 
Punkte y ein Kf 

(68) Ky = 7tla'y^0 

'zugeordnet wird als Ort derjenigen Geraden, deren Zen- 
tralräume durch y gehen. 

Als Brennpunkt von Ky ergibt sich nach der zu (58) 
dualen Formel Äy • -w^ = ; man kommt also auf den 
Punkt y zurück. Ky ist speziell, wenn der Kfn^^O 
speziell ist, oder wenn y im Brennraum Ä^f = des K^^ 
Hegt. 

Wir betrachten nun jene Geraden p^^ für welche 
a'p^ai^O wird, d. h. welche allen Komplexen Ky an- 
gehören, da dann a^^a^^O. Wir nennen sie die singu- 
lären Strahlen des Ebenenkomplexes Kf ^ jt^. = . 

Vor allem kann man beweisen, daß jeder singulare 
Strahl p2 im Brennraum liegt. Es muß dann der Schnitt- 
punkt 

von p2 mit ßx = unbestimmt werden, d. h. es muß 

Pu' Vs^ = 
sein. Nun ist aber 
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dies gibt nach (31): 

Da nun p^ singulär ist, so verschwindet der 2. Term 
wegen a^^a<^0; der 1. ist nach (14) mit h^^ha au' iden-, 
tisch und verschwindet also ebenfaJls, somit 

Pu^PS' = 0. 

Die singulären Strahlen liegen also im Brennraume. 
Wir untersuchen nun, ob jeder Strahl in 8' singulär ist. 
Es sei q^ die Gerade (PqPo) im Brennraum, wobei 

Pq = Qu^ öS' = , 

Pa ^ <^u' <^5' = . 

q^ hat dann die Koordinaten {q a)i]t qs^ os^ und ist singulär, 
wenn 

^i, alj ai QS' 08' ^^ 

ist. 

Nun wird nach (30), wenn man berücksichtigt, daß 
jeder Ausdruck, der den Faktor as^ enthält, identisch 
verschwindet: 

Der Fall 8x^0 ist auszuschließen, da sonst der K^^ 
speziell, also überhaupt kein Brennraupa vorhanden ist. 
Der andere Teil B des Ausdruckes rechts ist im allgemeinen 
von Null verschieden; es ist also nicht jede Gerade von 
8' singulär. Die Gerade o^ schneidet Ä' in einem Punkte | . 
K^ ist dann speziell und stellt eine Ebene E^ dar, deren 
Gleichung 

ist. Schneidet q^ diese Ebene E^^ so ist 

Man beweist leicht, daß E^ durch f geht und ganz 
in 8' liegt. Die Schnittpunkte der Strahlen q^ mit E^ 
(für E = 0) sind dann auch die Schnittpunkte von q^ 
mit 8\ Die Strahlen p^ bilden daher in E^ ein Strahlen- 
büschel mit dem Scheitel f. 

Wir erhalten also in 8' zu jedem Punkte | ein solches 
Büschel von singulären Strahlen. Bi^^^ XÄ'^'ö^ ^^ö^^st xss. 



ajp^ap^ay = üpaqü^ps^qs' , 
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8' einen dreidimensionalen Strahlenkomplex 0. Jede 
Gerade p^ desselben ist Achse eines vierdimensionalen 
Ebeüenbüschels, welches ganz im Kf enthalten ist, d. h. 
jede Ebene durch p^ gehört dem K^^^ an. 

Der Komplex entsteht durch den Schnitt irgend 
eines Kf^Ky mit 8\ Sind Pj-, Pg , P3 , P4 der Eeihe 
nach die vier Punkte pu^ Ps' = ^ j q^' üs' = 0, r^^ t-^^ = , 
^tt' Qs* = in 8\ so wird nach (50) die Gleichung von 
in den dreidimensionalen Linienkoordinaten co^t : 

2(x>i}t ap^ apj^ a^ = • 
Hier ist der Koeffizient von a>i2 z- B-: 

also nach (30) 

Es sondert sich somit bei jedem dieser Koeffizien- 
ten Äy ab. erscheint daher von y, wie es sein muß, 
unabhängig. 

Ist der Kf speziell, so schneidet jede singulare Ge- 
rade die Leitlinie. 

Dual erhalten wir bei jedem K^^ eine Ebenengarbe 
von singulären Ebenen, deren Träger der Brennpunkt ist. 
Das Strahlenfeld jeder singulären Ebene gehört ganz dem 
Komplexe K^^^ an. 

Ist der Kf^ speziell, so ist jede Ebene, welche die 
Leitebene nach .einer Geraden schneidet (mit ihr in einem 
A3 liegt), Singular. 

10. Zum System von drei Komplexen. 

Die 3K^^^ seien: 
Xi ~ jr2, = , K^ = n\, = und K^ = n\. = . 

Wir bilden nun eine Eeihe von Invarianten vom all- 
gemeinen Typus 
(69) 1^2' 2^34^4^(12345), 

Für Invarianten dieser Form ergeben sich vor allem 
einige Identitäten. Vorerst folgt aus (14) 

(70) ^i2345) = (21345) = (123 54) = (213 54). 
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Dann erhält man durch eine einfache Umformung 
(70 a) (1 2 3 45) + (2 3 1 45) + (3 124 5) = 0, 

(71) (1 2 3 1 2) = . 

Aus (70) folgen dann weiter 

(72) (11345) + 2(13145) = 
und schließlich 

(73) (11145) = 0. 

Berücksichtigt man (71) und (73), so können wir für 
die drei Komplexe K^, K2 ^^^ -?3 ^^ simultane Inva- 
rianten hinschreiben. Diese lassen sich dann auf sechs 
von ihnen mit Hilfe von (69) und (72) reduzieren. Diese 
sechs Invarianten sind 

|^i = (22133), ^2 = (33211), .^ = (11322), 
^ ^ \ J5i = (11231), B2==(22312), B3 = (33123). 

Die geometrische Bedeutung des Verschwindens einer 
dieser Invarianten ist leicht anzugeben. In dem System 
der 3Ki existieren im allgemeinen Falle die drei Brenn- 
punkte Sa und die drei Involutionspunkte 8^. Erstere 
bestimmen die Brennpunkts- oder Pokalebene, letztere die 
Involutionsebene des Systems. 

Ist nun z. B. J.1 = , so heißt dies 

oder die Brennpunkte 822 und 8^^ sind bezügüch des K^ 
konjugiert. 

Ist ^1 = oder ocg^^ocg^^ = 0, so heißt dies 8^^ und ^31 
sind bezüglich JBTg konjugierte Punkte. 

Von den sechs Punkten 8ii und 8ik können je fünf 
in einem R^ liegen. Es muß dann eine simultane Inva- 
riante verschwinden. Liegen z. B. Ä^, 82s und S^i in 
einem B^ , so muß ßjg = (^11 ^22 ^33 ^23 ^si) = sein. Man 
erhält so sechs Invarianten ü, welche sich aber nach 
leichter Umformung auf die obigen von (74) zurückführen 
lassen. Es ist: 

•öii = (^23 ^31 ^12 ^22 ^33) = 1^1 — ^2 ^3 J 

(75) Q22 '-= {82, Ä31 «12 «33 All) = l -^1 - B, B, , 

> ^33 = («23 «31 «12 «11 S,,^ = \ A\ - ^v^^ . 
Weitzenhöckj KomplexsymboliV. 



^ 



(76) 
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Und weiter: 

^28 = («11 «22 «88 «31 «I2) == Ä^ A, - 2 A,B, , 

^81 = («11 «22 «88 «12 «28) = A ^1 - 2 A^ B, , 

l ßi8 - («11 «22 «83 «23 «81) = A ^2 " 2 ^ ^3 . 

Zu bemerken ist hier, daß aus Qu » auch Qij^ = 
folgt, was auch geometrisch evident ist. 

Ein Komplex des Systems ist gegeben durch 

(77) Xj^^l + x^Til. + x^7t%. -^ . 
Die Gleichung seines Brennpunktes ist: 

(78) 8u^ = 2x^u^, + 22xix,u^^^0. 



Die Brennpunkte des Systems bilden also oo^ viele 
Punkte im A4 , d. h. eine Fläche. Wir bestimmen die 
Ordnung dieser Fläche, d. h. die Zahl der Punkte, in 
welchen sie von einer Ebene p'^r== {u'v') geschnitten wird. 
Es bestehen dann die Gleichungen 

Ä„. = und Ä^' = ; 

jede derselben ist quadratisch in den x<, somit gibt es 
im allgemeinen vier solche Schnittpunkte. Die Brenn- 
punkte des Systems bilden also eine Fläche 4. Ordnung 
im B^. Ein E^{u^) schneidet die Brennpunktsfläche $ 
nach einer dreidimensionalen Eaumkurve 4. Ordnung. 
Diese kann in zwei Kegelschnitte zerfallen. Die Be- 
dingung hierfür ist, daß die in den Xi ternäre Form aus 
zwei linearen Faktoren besteht, d. h. 



(79) 





^iu 


^5« 


^i« 


«s»= 


< 


«*Sa 


< 




< 


«*4« 


^s„ 



0, 



Dies ist also die Gleichung von in Eaumkoordinaten. 

Jeder B^{u') , welcher durch vier von den Punkten Sa 
und Sik geht, befriedigt (79). 

Sind die 3K^t^ speziell, also Äi< = 0, so wird nach 

(78) Ä„' ^ 2 2 Xi Kj, us^j^ = . Man kann dann für Xi xjg 

eine Größe ki setzen; durch 8u' = ist dann ein Punkt 

in der Ebene der drei Schnittpunkte 8a der drei Leit- 

eöenen dargestellt. ist hier also eine Doppelebene. 



V. Abschnitt. 
Die linearen Komplexe im R^ . 

1. Einleitung. 

Wir geben zuerst eine allgemeine Ableitung einer 
Identität im Ä«- Es seien durch die Symbcle 1, 2, 3, 
. . . , n + 1 , (n + 1) Größenreihen fixiert, dann erhält man 
durch Entwicklung der identisch verschwindenden Deter- 
minante |l,2,3,...,n + l,i*i|, sowie im E^ und B^ : 

[ (2 3 4 . . . n + 1 , a?) lu- — (1 3 . . ■ n + 1 , a?) 2^. + » « ■ 

+ ( - 1 )* + Ml 2 3 . . . t - 1 , t + 1 . . . n + 1 , a?) V + • . . 



(1) 



+ (12 3...n + l)a?«^ = 



Wir ersetzen nun die Ziffern durch Komplexsymbole 
nach folgendem Schema: 

... n + 1 , X 

xn-d xn-d+1 

Die pi sind hierbei {d + 1)- fältig. Wenn wir diese Sub- 
stitution in (1) durchführen, so werden die {d + 1) ersten 
Glieder einander gleich. Hierbei ist aber auf die Stellung 
der einzelnen Symbole von links nach rechts Eücksicht 
zu nehmen. Durch die Substitution wird aus dem 1. Glied 

{PPP " • (d-mal) . . . px^x^x^ . . . Xn-d+i)pu' ; 

hier ist das mit u^ verbundene Symbol p aber als erstes 
zu nehmen, da es ja die Zahl 1 ersetzt hat. Wir müssen 
also dieses p so weit nach links schaffen, bis es als erstes p 
in der Determinante steht. Die anderen '^ \^^\jÄJÄföö. '^ssä 
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Eeihenfolge bei. Durch d- msiige Vertauschung wird dies 
bewirkt, dadurch wird der richtige Wert des ersten Gliedes 

= { — iy(p^XiX2 . . . a)n-d+l)Pu' . 

Aus (1) wird dann 
( {--l)^{d + l)(p^a?ia?2 . . . a}n-d+i)Pu^ 



(2) { -f(-l)^+^>np'^'^i^2...^i-i,^i+i...^n-.+i)t*4+- 



d+l 



Setzen wir hier weiter 

^1 == ^2 = ^3 = • • • = ^ifc+i = ^ ; 
wo die q^ (fc + 1)- fältige Kompiexsymbole sind, so wird: 



(3) 






'n-d~k 



Wir wollen hier nur noch eine weitere Spezialisierung 
vornehmen, indem wir setzen: 

a?j = a?2 == a?3 = ... = Xn-d-k = r , 

wo die Vi {n — ^ — fe)- fältige Komplexsymbole bedeuten. 
Dann wird aus (3): 



(4) 



= (-l)*(fc + l)(?>^-^'g^r^-^-*)gu- 



Die dualen Formeln sind leicht hinzuschreiben. 

In den symbolischen Determinanten sind hier jedes- 
mal {n + 1) Symbole enthalten. Kommen in einer solchen 
I?eterminante alle {d + 1) Symbole pi vor, wobei die pi 



1. Einleitung. 117 

(d + 1)- fältig sind, so kann man auf die gestrichenen Sym- 
bole übergehen. Wir geben einige Beispiele hierfür. 

Ans (p"^-^^ x^x^, . .Xn-d) erhält man durch Entwicklung 
nach (Ä + 1)- reihigen Minoren: 

{V^^^x^x^x^.,.x^.^ 

= (d +1)1 Hpoc, ß ...{^1^2 ^S • • • ^n-d)«'./r./... 
= ((i + l)l2'pi',^,y'...(fl?ii»2 . .. Xn.d)<x\ß\Y\.. 
(5) {P^^'X,X, . . . Xn-ä) = {d + 1)1 P4p4 • ' • Pin-ä ' 

Setzen wir hier a?i = a?^ = iTg = . . . =^ x^+i = q, so wird 

^^^ \ -{d + l)\pi'^'pkPi."'Pin-ä-Jt-. 

oder auch, wenn wir q an erster Stelle schreiben: 



Setzen wir hier noch j?i = ajg = . . . = Xn-d-k- 1 = Ui so 
wird: 



(7) (p'*+V*^~"'^'*"') = (^ + l)!K*"''P> 



fn-d-k-l 



) 



= {-l)in-d-k-l)(d+k)^^_^_-|^_l)l^^d+l^^k+l 

Diese Formeln ließen sich beliebig vermehren durch 
Einführung weiterer Symbole, Wir wollen uns jedoch jetzt 
auf den B^ beschränken. Hier werden wir mit Punkten x , 
Geraden p^(p'^), Ebenen p^{p'^), Bäumen p^(p'^) und 
endlich vierdimensionalen Bäumen v' als einfachsten geo- 
metrischen Gebilden zu tun haben. Da Gerade und B^ 
dual zueinander sind, können Strahlen- und Baumkom- 
plexe (Kf) unter einem behandelt werden. Die Ebenen 
sind zu sich dual, die Ebenenkomplexe werden also eigens 
behandelt werden müssen. 
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2. Der Strahlen- und Baumkomplex. 

Sind Tiiu die Koordinaten einer Geraden, a^ Komplex- 
symbole, so ist 

(8) Kr = 7tl^0 

die allgemeinste lineare Gleichung zwischen den jtn und 
stellt ein System von oo^ vielen Geraden im R^ , einen 
linearen Komplex Kf^ dar. 

l^ach (5), Abschnitt IV ist auch 

(8) kann somit auch folgend geschrieben werden: 

(9) Kj^^' ^ ^^^ =^ . 

Die Strahlen des Kf sind hier dargestellt durch den Schnitt 
von 4 A4 . Wir nennen den durch (8) und (9) dargestellten 
Komplex kurz den Komplex Ka- 

Dual erhalten wird als Gleichungen eines Eaum- 
komplexes Kf: 

(10) Ki^'^ = 7tt. = 0, 

(11) Kfi 



Wir behandeln gleich die ebenen Schnitte eines Kf\ 
d. h. wir suchen jene Strahlen des Komplexes, die in einer 
Ebene, in einem B^ und einem A4 liegen. Man braucht 
eigentlich nur letzteres zu bestimmen, da man dann in 
diesem A4 einen B^ oder B2 annehmen kann. 

Wir führen diese Betrachtung für einen Kf^ durch, 
den wir durch einen Ä^ schneiden. 

Dieser B^ sei durch die {d + 1) Punkte x^ a?2 > • • • ? ^d+i 
gegeben. Für zwei Punkte | und rj dieses Ba wird dann: 

Die Gerade (| rj) hat also die Koordinaten im jB„ : 
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und sie gehört dem JSTf ^ ^ tt^, = an, wenn 

(12) y'(A/i)„air,a^„ = 

ist. 

Für (A/^)„(r, »=>1, 2, . . ., d + 1) kann man ä-dimen- 
sionale Linienkoordinaten setzen. Dann haben wir den 
Satz, der übrigens auch auf jeden Komplex K^S^ ausgedehnt 
werden kann: 

„Ein Bd schneidet einen iCf ^ nach einem K^f ." 
Wenden wir (12) auf einen Kf^ an. Für <l = 2 er- 
halten wir die drei Variablen {^/4i3j (^/^)8i9 (^/^)i2 9 ^ 
welche wir a>i , ö>2 und coj schreiben wollen. !N^ehmen wir 
ferner noch statt der Punkte aK^) , a:^^) , a:K^) , . . . , y, « und t , 
so wird: 

(o^aM + a>2 o/ ai + coj ay ai = . 

Dies ist die Gleichung eines Punktes in der Ebene 
p^ = (yzt)j des „Zentrums der Ebene p^". Seine Glei- 
chimg im B^ wird: 

Uy ai (ii + ui(iiay + v4aiai = 0j 
oder durch Vertauschung: 

\uiaiai\=^ (u'a'X.t) = {u'a'^p'^) = , 
also 

(13) P^Pu- = 
oder 



(13a) aLa„. = 0. 



Nehmen wir in (12) d == 3 . Dann erhalten wir als 
Schnitt einen dreidimensionalen Strahlenkomplex Kf: 

rt 

Dessen Invariante A^^ wird: 



Ml 

r, « 

XI 



11 = 2^a^r) a'^,) hiüB) ^k") [{ß ,o)^{r, »)] 
= i(ö'a'6'&')(«<i)«ß)!ii(3)«(4)) 
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also 

(14) A,, = i{p'^a'H'^), 

wo p^ den Schnittraum darstellt. Die Eäume ji^ , welche 
den Ka nach einem speziellen Kf schneiden, bilden daher 
einen Kf Q = , den „zugeordneten Eaumkomplex**. 
Q wird nach (14): 

(15) Q = nl7tl = 

oder auch, wie aus (6) leicht abgeleitet werden kann: 
(15 a) Q = alal==0. 

Nicht symbolisch erhält man Q durch: 

(16) Q^Kg.K,, 

wie man aus (15) ablesen kann. Die ji sind dann aber 
als vierfältige Symbole aufzufassen. 

Dual gehört ebenso zu jedem Eaumkomplex K ein 
„zugeordneter Strahlenkomplex" Q (K) . Wir wollen nun 
gleich untersuchen, was für ein Ef^ dem durch (15 a) dar- 
gestellten Kf zugeordnet ist. IN'ach (16) wird: 

Q{Q) = <'al7t^,^cl, 

Wir setzen nun in der zu (4) dualen Formel w = 5 , 
d = 2 j ÄJ = 1 , dann wird 

(17) 3(ji'^a'n'^)7ii = -2(ji'^a'y^)ai-2(7t'''a'n')hi. 
Hier ist a' und b' vertauschbar, also kommt: 

18) 3(7t'^a'n'^)Jli = -^7t'^a'y^)ai. 

Für Xi = {n' c'^d'\ wird somit 

3Q{Q)^--(7i'^a'V^)(a'7i'c'^d'^), 

= -^[7i'^a'V^){n'a'c'^d''^). 

Setzt man in der zu (4) dualen Formel w = 5 , ^ = 3 , 
fc = , so wird 
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Für Xi = {a'c'^d'^)i wird also 

12Q{Q) = {jt'*b'^){a'H'^d'^) + 2{ji''^a'b'){h'a'c'^d'^) 
= 24 j4- 2a?,a|, - 2 • 24 • na' ni> {a' b' e' W ^) . 
Q (Q) = 4Ka-alal - i{a'b' e'^d'^)jia'ny • 

Setzt man in (1) für w=5: l=2=a', 3=6', 4=5=c' 
'und 6 = 1 = d' , so wird 

2(a'b'c'^d'^)a:. = +{a'»c'^d'^)b;, + 2{a'^yc'd'^)c;. 
(20) ■ 



+ 2{a'H'e'»d')d'„. 

Sind hier a', c' und d' vertauschbar, so wird: 

(21) 6(a'&'c'^d'«)aA = {a'^c'^d'^)b:, . 
Es wird also: 

-i{a'b'c'^d'^):ia'nt, = -Ua'^c'^d'^)-b'J, 

Wir setzen nun die Invariante des Komplexes = J , also 

(22) J = alai,. 
Dann wird: 

(23) Q(Q)^iJ.Ka. 



Der dem Komplexe Q zugeordnete Ef führt also auf 
den ursprünglichen Ka zurück. Die Formen Ka und Q 
bilden somit ein in sich geschlossenes System. Voraus- 
gesetzt ist hierbei, daß J :^ . J ist hierbei eine Invariante 
des Komplexes, in dessen Koeffizienten vom 3. 6ra|}e. Die 
geometrische Bedeutung von J = werden wir gleich er- 
fahren. Vorläufig wissen wir, daß für J = , Q(Q) iden- 
tisch verschwindet. 

In nicht symbolischer Form entsteht J durch Schie- 
bung von Ka über Q: 

(24) j = ly-^^-^« 



2j^ djiije djiik 

ik 

Ka ist hier in der Form (15 a) anz\uiek\vai«Kv^. 
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3. Der halbspezielle Komplex. 

Wir schneiden nun Ka mit einem 

Aus (12) erhält man dann einen Kf : 

als Schnittgebilde, dessen Brennpunkt wir aufsuchen wollen. 
Sind ocik = ßik die Koordinaten des Schnittkomplexes, so 
wird der Brennpunkt oiß^ß^ = 0, wo 99' Eaumkoordinaten 
in v' sind. Man erhält so als Gleichung des Brennpunktes 
im E5 : 

^a'^r) aUt) hiio) 6^a) ui^t) = , 

also durch Vertauschung 

oder 

(25) B^ ^ af. üu^ üf,' = . 

Wir wollen diesen Punkt jB^^ kurz den Brennpunkt 
des B^(v') nennen. Aus (25) folgt, daß B„^ in v' liegt, 
wenn B^^ in w^ liegt und umgekehrt. 

Wir fragen uns mm, ob es A4 gibt, welche Ka nach 
einem speziellen Kf schneiden. Für einen solchen 1^4 muß 
der Brennpunkt unbestimmt werden, also 

«fr' «„'»„' ^ 

sein. Oies gibt für die sechs homogenen Größen t?< die 
sechs Bedingungsgleichungen 

welche nur dann zusammen bestehen können, wenn ihre 
Determinante A verschwindet. Es ist nun 

A=^(ahcdef)aih^c^d^e^fQ a^^hl^äjelß , 
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Wir setzen nun in (1) für w = 5: l = 2 = a, 3 = ft, 
, . . , 1 == f . Dann wird: 

[ 2{abcdef)ag^ = {a^cdef)bg^ — (a^bdefjCg^ + . . . 
(26) < -------------------- ———^-^^^-^^^^^^—^— 

I +{ancde)fg^. 

Sind hier a, h , c, d, ßj f vertanschbar, so wird aus A : 
6lA=^{a^cdef)hg^{ahcdef)ag^hlcl,..ß, 
= —^a^cdef)ag^{abcdef)hg^hl ß . 

Sfttzt man in (1) fürn = 5:l = 2 = 3 = a, 4 = c, 5=«Ä, 
6 = 6, 1 = f , so entsteht die Identität: 

( 3{a^cdef)ag^ = (a^defjCg^ — (a^cefjdg^ 
■ \ +(a^cdf)eg^-(a^cde)fg^. 

Diese Gleichung wenden wir weiter zur Umformung von 
A an. Durch Vertauschung erhält man: 

-i'6\' A == i{a^def)Cg^ {ahcdef)h^K ' " ß , 
i'i'ßl A == (a^def) {ahcd6f)Cg.hg.bl . . . ß . 

Eine weitere Identität entsteht aus (1) für n = 5 , wenn 
wir setzen: l = 2 = 3 = 4 = a, 5 = d, 6 = e, 1 = f : 

(28) 4:{a^def)au (a^ef)du' + (a^df)e^^ - {a^de)U » 

Setzen wir hier für ui' ... '{bcdefji und berücksichtigen 
die Vertauschbarkeit von d , e und f , so erhalten wir 
weiter: 

-^i-MÖM = (aUf) {bed^ef)eg,bg,bl .../?, 

\2A=^{bcdUf)b^c^e^fa^bl .../?. 
Hier formen wir {bcd^efjbg^ um nach (1) 

r 2{bcd^ef)bg^=^{b^d^ef)Cg^ + 2{b^cd6f)dg^ 

^^^^ \ -{bUd^f)eg^ + {b^cd^e)fg^. 

Dann wird 

3A==J.(P^dUf)Kd}elßea^fa'-2(b^d^cf)eg^Cg^ea^fa^... 
= A -2B . 
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Weiter ist nach der zu (20) dualen Identität: 

2 (e /■ 6* d*) «a- = (en^ d«) f„. + 4 (e V 6 d^)K' , 
hier gibt die Vertauschung von e und h 

Somit wird der erste Teil der rechten Seite in 3zJ: 
A=J-{b^d^ef) bl 4 el ß e„, f,. = i J^ {e^ b^ d^) el 6?. d?. 

wobei 

Wenn wir die Koeffizienten in Q^Ea?/«^. mit (Xu^ be- 



zeichnen, also 






(30) öCifc = an, al 


= 0; 




setzen, so erscheint Q in der Form oc^^ 


die In- 


Variante J tui Q gebildet wird dann 






J{Q)-=i{oc'ß'y') = cKpoc;K 






Wir haben also 







M = 2J{Q). 

Nun entsteht J{Q) durch Schiebung von Q über Q{Q) 
nach (24); da nun nach (23) Q{Q) =- |</-^aM so wird 

(31) J(Q)==|.J2, 

Somit erhalten wir 

M = \^J^ 

und der erste Teil von 3/d wird: 

Wir gehen zum zweiten Teil B von 3 A über. Es ist 

2B = 2{ofh^d^)c,^e,^fa^ea'bl . . . ß . 
Nach der zu (20) dualen Formel wird: 

2(cfb^d^)c^^ - (cH'^d^)fg^ + 4:{c^fbd^)bg^ , 
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also wird 






2B = 


{icn^d^)f,-e,.fa 


'ea' + i(b^fcd^)eg'i 


V) /"«'«<.'** 


6B = 


{o^b^d^4H'^' 


' Ig" V / 0' *o' 'ft'^k'i 




== 


M-N , 






= 


:-lg<iJ^.jy, 






wo 


N = fg'eg'fa'ea 


■ßel = ^r'9'a'l 


'*)fl'>.'4, 






-^ig'a'f'H 


'*)</>; 4 ■ 


Dies gibt nach der zu (20) dnailen Formel: 




iN = {g'^f'^ 


l'^)J + A{g'^a'ri' 


*)/';<4, 




12JV = 2JS 






also 


N^iJ\ 


6B = f J* 




somit q * 
und schließlich 


-25 = -^JS 
= 4-2B = |f J* 




(32) 


A 


= HJ4 = (fJ)*. 





Wir sind also durch A wieder auf die Invariante J 
geführt worden. Die Existenz eines B^^, welcher den Ka 
nach einem speziellen Kf^ schneidet, hängt also vom Ver- 
schwinden von J ab. Wir wollen einen Kay für den 
J = ist, „halbspeziell** nennen. 

Wenn ai^a^'ü^^ ^ ist, so schneidet jeder B4^{v') den 
Ka nach einem speziellen Komplex K^\ Dann ist aber 
auch Q ^ , d. h. auch jeder R^ schneidet Ka nach 
einem speziellen Kf^ . Die ah können dann als Koordinaten 
eines i^g • auf gefaßt werden, und der Ka besteht aus allen 
Geraden, welche diesen B^ , den Leitraum, schneidet. Wir 
nennen dann Ka „speziell**. Die Bedingung hierfür ist also 

(33) 9 = 0. 

Zwischen den 15 Koordinaten aU eines R^ (oder einer 
Geraden) bestehen also die 15 Gleichungen 

(34) alai, = 0, 

von denen aber nur sechs unabhängig sind. 
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Ist Q ^ , SO ist natürlich auch J = . Der einem 
halbspeziellen Kf zugeordnete Eaumkomplex Q ist wegen. 
(23) speziell, da dann Q{Q)^0 ist. Es ist also bei jedem 
halbspeziellen Ka eine Gerade, nämlich die Leitlinie von 
Q , vorhanden. Wir wollen sie die Brennachse des halb- 
speziellen Kf^ nennen. Ihre Gleichung wird: 

Sie schneidet einen beliebigen B4^{v') in dem Punkt 
Ä6'Äf>'««' = 0, also in dem Brennpunkt dieses i?4 ; daher 
der iName Brennachse. 

Enthält ein i24(t?0 die Brennachse, so wird sein Brenn- 
punkt unbestimmt, d. h. er schneidet den Ka nach einem 
speziellen Kf. 

Man kommt zu diesem Eesultat auch noch durch 
folgende Überlegung. Für J = werden die sechs Glei- 
chungen al^a^üi^O möglich und nach v^ auflösbar. Da 
aber A bis auf einen Faktor mit J* identisch ist, so wird 
für J ==0 A vom Eange zwei. Es gibt also nicht einen 
einzigen B^^iv^, der den sechs Gleichungen a?/a„'a< = 
genügt, sondern oo^ solche. Je drei von diesen schneiden 
sich in einer Geraden, der Brennachse des halbspeziellen Kf^ . 

Wegen J = gehört diese Brennachse dem K^ 
selbst an. 

Aus (31) folgt, daß ein zugeordneter Komplex nie 
halbspeziell sein kann; denn dann müßte Ka selbst halb- 
speziell sein und Q wäre speziell. 

Jede Gerade, welche die Brennachse schneidet, gehört 
dem Komplexe an. Es gibt aber auch Komplexgerade,, 
welche die Brennachse nicht schneiden. 

4. Das Nullsystem eines K[^K 
Gehört {xy) den Ka an, so wird 

(35) Bfi' = aiai^O, 

d. h. jedem Punkt y wird ein durch ihn gehender Ä^ ,. 
der zu y „konjugierte" Bf zugeordnet. Die Beziehung 
zwischen x und y in aiai = ist wechselseitig» d. h. liegt 
a? in jff^^, so liegt auch y in E^*^ . 
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Es sei z ein zweiter Punkt. Bfi^ schneidet 1?** in 
einem Eaume B^ , dessen Gleichung wird, wenn (zy) = p^ 
gesetzt wird: 

(36) R^i = a'„a;b;,b; = 0. 

Jeder Geraden ist so ein B^ konjugiert. 
B^j R^ und JBJ*^ bestimmen die zur Ebene p^ = {yzt) 
konjugierte Ebene 

(37) E^ = a'nhkc'nC^Kc;^Q. 

Nehmen wir schließlich einen vierten Punkt b hinzu, 
so erhalten wir die zum B^(p^ = (yzts) konjugierte Gerade 

(38) gp. = akKOndJ^amopäi = 0. 

Bei fünf Punkten erhalten wir die Gleichung des 
einem B^{v') konjugierten Punktes in der Form: 

(39) P^ = {a'h'c'd'e'u') ja' b' c' d' e' v') = 0. 

Zu bemerken wäre hier, daß die Gleichungen (35) 
bis (39) auch für das !N^ullsystem eines -iC?^ gelten. Die 
Paktoren a^i , ... sind dann Summen von (n + 1) Gliedern. 
Wir gehen jedoch hier nicht weiter darauf ein, sondern 
beschränken uns auf den Eg . 

Wir beginnen mit Gleichung (35) . und fragen uns, 
ob es Punkte y gibt, deren B^^^ unbestimmt wird. Dann 
müssen die sechs Gleichungen 

flt^flti = 

zusammen bestehen. Es muß also deren Determinante 

(40) D = ^(a'yc'd'eyy 

Ol 

verschwinden. 

Nun wird nach der zu (26) dualen Identität: 

6\B = ^(a'^c'd'e!n{y^c'd'e'r), 
?.6!2> = (c'd['a'2eY')(c'd'VU'f^. 
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Dies gibt nach der zu (29) dualen Formel: 
^•6! D = %((^^a'H'f'){d'n'Wf')-{<fd'a'^(ff'){<^d'h'^^f'), 
|6! D = {c'^a'^e'f) {d'H'Wf'), 
= (e'f'c'^a'^)(e'f'd'n"'), 
also nach (21); 

somit 

Es gibt also solche Punkte nur beim halbspeziellen 
Komplexe. D ist dann vom Eange vier, es sind ooi solche 
Punkte möglich, sie liegen alle auf der Brennachse. 

Wir gehen zu Gleichung (36) über. Es wird 

Wir setzen in der Identität (1) für w = 5 : 1 = 2 = a,, 
3 = 5' und 4 = 5 = 6 = 7 = 7r% dann wird 

(42) 2{a'y7z'^)ai, = {a'^7t'^)hi + 4.{a' W n' ^) tzj, , 

also kommt 

2 . 24:B'^l = 2^711 pl + 4t{a'n'7t'^)7t;b; . 

Wir setzen ferner in (1) für n = 6:l = 2 = y , 3 = 4 = a% 
5 = 6 = 7 = 71% dann ist: 

(43) 2{ya'^ji'^)h; = -2{y^a'7i'^)a; + 3{y^a'^7i'^)7i;. 
Ist hier a' und h' vertauschbar, so wird 

[vgl. (18)]. Es ist also der zweite Term rechts in 4t8B^pl: 
Somit wird 
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Hier ist 7i'J^=-0 der zugeordnete Kf. B^i ist also als 
spezieller Kf dargestellt als Komplex eines Büschels, 
welches durch den ursprünglichen Ka und den Komplex 

(45) Q = 7z'J'7t;^ 

bestimmt wird. 

Jeder Qeraden p^ ist bezüglich des Ka ein solcher 
Komplex Q zugeordnet. Jede Gerade von Q bestimmt 
mit p^ einen B^ , welcher dem zugeordneten Komplexe Q 
angehört; p^ ist selbst in Q enthalten. 

Wir büden nun Q{Ü) und J{Q). Es ist: 

Q{Q)= 1(71^ ^^p^){n^ß^q^), 
dies gibt nach der zu (17) dualen Identität: 

12Q{Q) = 2{7i^(xp^) (naß^q^) + 2{7i^(x^p) {jip ß^q^) . 

Hier formen wir weiter nach der zu (19) dualen Formel 
um und erhalten: 

2AQ{Q) = (jr*p2) (oc^ß2q2) + 2{7i^(Kp) (p a ß^q^) 
+ (jr^Ä«) (p^ß^q^) + 2{7t^p (x) (ocpß^q^) . 

Hier ist (p^ß^q^) ^ , da die pa = qa Koordinaten einer 
Geraden sind. Es bleibt also 

2^Q{Ü) = 24:7i;^ '2q'Jq^^ + 4t'24t7i:^7i;{p (K ß^q^) . 

Nun entsteht q'J^qß^ aus Q{Q), wenn wir die n^ durch g' 
ersetzen. Es ist also nach (23) 

QiQ) = ^7i;^'J' ql - ^{pocß^q^)p^^(K„^ . 
Der 2. Teil rechts gibt nach der zu (20) dualen Identität: 

-'4:{p(Kß^q^)P:^oc„.^-2{p^ß^q^)ccl..-4t{p^aßq^)ß^.(x^^ 

-4(p2 oc ß^ q) q„^ oc„^ - 8(p oc ß^ q^) p„^ oc„^ = , 
also 

(46) 9(ß) = Y>J.<g;., 

d. h. der zu ü zugeordnete Komplex ist speziell, und p^ 
ist seine Leitlinie. Demzufolge ergibt sich, wie es auch 
sein muß 

(47) J{Q)=^0. 

K\ 

Weit zenböek , KomplexsymboUk. 
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Q ist also selbst halbspeziell und p^ wegen (46) die 
Brennachse. 

Ist Ka halbspeziell, also J = , so wird Q(ß) ^ , 
Q ist also speziell und sein Leitraum ist nach (45) be- 
stimmt durch p2 irn^ igi^Q Brennachse von Ka* 

Ist Ka speziell, so wird Q unbestimmt. 

Stellt man die Forderung, daß p^ seinen konjugierten B^l 
schneidet, so ergibt (44) 

(Pl)' = , 

d. h. p* gehört dem JC, an. Ist dies der Fall, so wird Q 
speziell und B^i sein Leitraam. 

* Wenn ^ dem Bamnkomplexe Q angehören soll, so 
muß naclv (44) j . p2, = o 

sein, d. h. für J:s:0 p^ muß dem K^ angehören. Bildet 
man daher Q bezüglich Ka dual ab, so erhält man wieder Ka • 
Wir gehen zu (37) über. Es wird 

Setzt man in (1) für « = 5: 1 = 2 = a', 3 = 6', 4 = c', 
5 = 6 = 7 = jr', so wird: 

(48) 2{a'h;c'n'^ aj = {a'H'n'«)b; - (a'^h'n'') <^ + 3 {a'^b'e'n'^Jtj. 
Dann kommt 

= 2.1 + 35, 

^ = (cV«^'»)c;6;\ 

dies gibt nach (43): 

A = |(o'«o'«^'«)7r;6;*. 
Ferner wird: 

also nach (20): 

4B = (6'2a'»?r'2)c;*7r; + 2(6'äoV««r')^;c;'^;» 
4 B = ^ ^ - 2(c'fe'« a'« :t') c; n'^^ , 
dies gibt nach (21): 
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Somit kommt: _i2E^ = 3A- ^Jn;,^ 
oder 

(49) 24JE7p. = -6(a'25'2:7r'2)c;2jr; + J.:7r;^ 



Die zu einer Ebene p^ konjugierte Ebene ist also 
hier durch einen Kf dargestellt, welcher einem Büschel 
angehört, das durch p^ und den Komplex 

(50) . r={a'n'^7i'^)c;^7i;==o 

bestimmt ist. F läßt noch eine andere Schreibart zu. 
Das Zentrum der Ebene p^ ist nach (13) pl^Pu^ = 0; sind 
Si seine Koordinaten, so wird auch 

r=(a'25'2^'2)^/_2a?.a^jr| = 2<2^^^ 

(51) r=2<^^^ 

Jede Ebene von F gibt also mit dem Zentrum f 
von p^ verbunden einen B^ , welcher Q angehört. Dies 
ist die geometrische Bedeutung von F=0. 

Wir kommen auf diese "Verhältnisse genauer zurück, 
wenn wir den Ebenenkomplex im B^ behandeln. Man 
kann leicht zeigen, daß (50) f ür jt = p identisch ver- 
schwinde. Es schneidet also jede Ebene ihre konjugierte. 
Der Schnittpunkt ist, wie sich ebenfalls leicht beweisen 
läßt, das Zentrum der Ebene p^. 

Nach (38) entspricht jedem B^{p^) eine konjugierte 
Gerade. Es ist 

2(7p* = {7i'^a'l'c'd')a;hic;d; , 

dies gibt nach der zu (29) dualen Identität: 
4 0p* = 3(a'2c'd'7r'2)&;2^;d; + 2(a'2 5V(i'7rO^;&;c;(i; , 
= 3A + 2^. 

gibt nach (20): 
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nun wird C nach (20): 



= iJ.<6;'^ = iJ.F, 



wobei 

(52) F = p^,pg- = 

einen jedem R^ zugeordneten Ef darstellt. Jeder £, 
von V schneidet p' nach einw dem Ka angehörigen Ge- 
raden. Wir haben also 

Femer wird: 

-B = (b'c'd'n'a'») b; c^äin;, 

dies gibt nach der zu (29) dualen Formel: 

.-4J? = 2(&'«a'«d'7r')e;*d;?r; + (6'«cV«d')o;d;;T;'^ , 

B = -\D-\E, 

gibt nach (21): 
Ferner wird nach (21) : 

= iic'n'^a'^d;^n;\ 

= iJ.F. 
Somit wird schließlich: 

B = -\J.V, 

(53) 4gp. = f(?.p;^-J.F. 

Es erscheint also auch Gj^ als Kf eines Büschels, welches 
von Q und V bestimmt wird. 

Wir bestimmen nun Q(F) und J{V). Es wird 
Q(V) = l(p''n''a'^)(q'>n'»y^), dies gibt nach der bei 
Q{ü) angefahrten Umformung [vgl. (46)]: 

(54) Q{V) = K.'ql, gl. 

Dann wird ferner: 

ß5) J{V) = . 
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Es ist somit V immer halbspeziell. Sein Brennraum 
(d. i. das zun Brennachse duale Gebilde) ist der B^iP^) 
nach (59). V wird speziell, wenn p^ dem Komplexe Q an- 
gehört. 

Wenn Op^ den Eaum p^ schneiden soll, so muß 
nach (53) (für 7t = p) der B^{p^) dem Komplexe Q an- 
gehören. 

Soll Öp4 eine Gerade von Ka sein, so besteht nach (53) 
die Gleichung J . Q = , d. h. p^ gehört Q an. Bildet 
man daher Ka bezüglich Ka selbst dual ab, so erhält man 
den Komplex Q . 

Bezüglich Q ist zu einer Geraden p^ ein B^ konju- 
giert; dessen Gleichung wird nach der zu (53) dualen Formel 

(56) B;j?^ = iJ^7zl.pl--iQ)^0. 

Ferner erhält man die zu einem B^{p^) bezüglich Q 
konjugierte Gerade nach der zu (44) dualen Gleichung: 

(57) ö;, = |-.e^,_|j.F = 0. 



Man wird also hier auf keine neuen Formen geführt. 
Wir kommen schließlich auf den zu einem B^{v') 
konjugierten Punkt; dessen Gleichung nach (39) ist: 

P^ = {a'Vo'd'e'u') {a'b'c'd'e'v') = . 

Wenn A = {a'yc^d^e'f')^ ist, so wird auch 

_ 1 x^ S^A 

^^'~ 2^'ö777T *• 

Nun ist nach (40) und (41) 

also kommt 

= 16 . 27 ' ^*' ^"' ^*'' ' 
d. h. P^. ist mit dem BreiiiipAiok\Ä nw^. 'o' \ÄÄ\siG^'S^- 
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6. Die Ebene im Ms. 

Wir nehmen die Gleichung eines Kf in der Form 

(58) K„^a = K'-0 

an. 

Es ist dies die allgemeinste, lineare Gleichung zwischen 
Ebenenkoordinaten und stellt ein lineares System von 
oo» Ebenen dar. I^ach Abschnitt IV, Gleichungen (5) und (5 a) 
wird auch 

^59) K„^a = ^K„a^ . 

Ferner ergibt sich 

<^ = i(^^ «^) = 6 ÜTifiii aai , 

also 

(60) {ji^a^)==-(ji'^a'^). 

Die Gleichung der Ebene p^ ist: 

(61) ^;^ = -7^^ = , 

sie wird von einer anderen Ebene q^ geschnitten, wenn 
p3, = ist. 

Als Gleichung des B^{yp^) erhält man 

oder in gestrichenen Variabein, da 

2^p'.^Pi = {p''^'^)Pi = -^2(p'^jz'^)7t;, 

-3p:^'p;^4.{p'^n'^)n; = 2Apl.7z;, 
(62) Jg3 = -p;^y; = 8<^;-=0. 

Die Gleichung des durch p^ und die Gerade q^ be- 
stimmten B^^ erhält man, da {xq^) die Ebene p^ schneiden 
muß, in der Form: 

B^ = Hxq'p') = -pf/'p^ = -{p''q'')pi = Hp'^ (?*'''*) «:J , 
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also 

(63) ie, = ^p,^^p^ = 8p^g^ = 0. 

Die zu (62) und (63) dualen Gleichungen ergeben: 
Die Schnittgerade Äj von p^ mit dem i24(t?')- 

(64) B^ = +p1^p,^ = -8 71^71^ = 
und der Schnittpunkt Bq des B^{q'^) mit p^: 

(65) J?o = pg.p^. = -8pfgu- = 0. 

Es seien zwei Punkte y und z gegeben. Sie geben 
mit p^ verbunden die beiden Eäume B^ , By und E« mit 
den Gleichungen 

üj,--pj;^p; = 8<^; = o, 

B, = ^p:,^pi = 87i;'7ti^0. 

Zwei B^ schneiden siich im allgemeinen in einer Ge- 
raden; sind a'2 und q'^ die beiden JKg , so wird deren 
Gleichung O = {jt'^o'^Q'^) ^0 . 

Wenden wir dies auf By und Bg an, so muß O identisch 
verschwinden, da sich By und Bg in p* schneiden. Es 
ist nun: 

G = {p'^q'^7i'^)piqi, 

SO = -2(p'^q'ji'^)qiqi-2(p'^q'^7i')j{iqi, 

3ö = -2öi-2Ö2, 

wobei 

Ol = ip''q'^'')qiqi = iq' v''^'')qiqi , 
201 = Hq''p''^'')piqi + 2{q'^p'^n')nlqi , 
2öi = 3ö + 2(?3, 
also wird 

3Ö = -Ö2 - Ö3 = -Gp^Pn^Ti^qi — ßp^Pn'^'zqi , 
ö = — 2pJ.p^. jT^g; — 2p^.2>^.<g; . 

Wir führen nun der Einfachheit halber ein neues 
Symbol oc ein, welches man als zweifältig-gemischt be- 
zeichnen könnte. Wir setzen nämlich: 

(66) P9-Pigfc=<Xi<XTc- 
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Es muß also immer ein oc und ein oc^ gleichzeitig 
auftreten. Sonst sind oc und oc^ wie gewöhnliche Symbole 
zu behandeln. Es ist insbesondere 

(67) ^.^ = p^ = . 

Diese Gleichung gilt auch noch dann, wenn die pm 
nicht Koordinaten einer Ebene sind. Denn es ist 
a% =z —h% = —a%==0, wie durch Vertauschung von a 
und h folgt. 

Wir erhalten nun durch Einführung der oc : 

(68) = —2oc„'7ii ocj -2oc^ nj ocj . 

Da dies ^ sein soll, so folgt ociOCk=: oder 

(69) H = ocu'oci = 0, 

d. h. ist durch ti^^ = eine Ebene dargestellt, so ver- 
schwindet die Zwischenform H = ocu' oci identisch. 

Auf dieses Eesultat wird man auch noch folgend 
geführt. Es ist nach (62) By = nl.py = die Gleichung 
des B^ip^y). ^«'Py = steUt also einen speziellen Ge- 
radenkomplex Kf^ ^ Ky dar; dessen Form Qy verschwindet 
somit identisch. Nun ist nach (16) 

also nach (68) für y = z 

Qy = —4toc„'7tioci] 

setzen wir hier für 71^71^ ui und schreiben x statt 0, 
so wird ^ . , _ ^ 

Für einen allgemeinen Kf ist H von Null ver- 
schieden. Wir nennen eine Ebene einen speziellen K^i^ 
und sagen demgemäß, daß für einen speziellen Kf die 
Form H identisch verschwindet. Man kann aber auch 
zeigen, daß die Bedingung 

IT =0 

hinreichend ist, damit ein Kf speziell ist. 

Es sei Kf ^ TTa* = . Jedem Punkte y ist dann 
ein Kf^ 
(70) Ky = n\,^'y^^ 
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zugeordnet als Ort derjenigen Geraden ji^, welche mit y 
verbunden eine Ebene des Kf = Ka geben. Die Form Q 
dieses Ky wird 

oder nach (68) tw y = z auch 

(71) Qy = 7ii7ii,oci = . 

Ist Äi Äi = , so wird Qy ^; , Ky ist speziell und 
stellt einen Kaum 

By ^ 71% a!f = 

dar. Dual entspricht jedem B^{v') ein Eaumkomplex Ef 

(72) ir,. = ^f a,. = 0. 

Jeder jBg dieses K^^ schneidet v' nach einer Ebene 
des Komplexes Ka . Die Form Q des K^' wird wie oben 

(73) Qv^ ^ yr^^ jzq,' 0Cf,'='0 . 

Q^ ist für H^^O ebenfalls identisch Null, K^' also 
speziell und stellt eine Gerade 

dar, was wir vorläufig festhalten. 

Jedem B^ip'^) ist bezüglich des Ka ein Punkt 

(74) P,.^p^^a.. = 

zugeordnet; durch ihn gehen alle Ebenen des Ka die 
in p^^ enthalten sind. 

Wir verbinden nun Pp^« mit O^ zu einer Ebene E; 
deren Gleichung wird 

oder umgeformt 

3J& = ^a^7l^h)7l^pi^ - {a^7z^)b,.pi^ . 

Der erste Term rechts enthält ai als Faktor und 
demgemäß, wie wir gleich zeigen werden, auch ä«', ver- 
schwindet somit nach Voraussetzung. Es wird also 
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und da p^'P^b^ von I^ull verschieden vorausgesetzt werden 
darf, da v' und p^^ ganz willkürlich sind, so wird 

die Gleichung einer Ebene, w. z. b. w. 

Wir haben also den Satz: 

„Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß 
7ia^ = eine Ebene darstellt, ist 

Damit also die am als Koordinaten einer Ebene auf- 
gefaßt werden können, müssen die 15, in den am quadra- 
tischen Gleichungen 
(75) ala.^ = 

bestehen; von diesen sind aber nur zehn voneinander 

unabhängig, da es nur ex?» Ebenen im B^ gibt. 
Wir haben nun noch den Satz zu beweisen: 
„Enthält ein Ausdruck den symbolischen Faktor a^^ , 

so enthält er oc und cc' oder verschwindet." 

Es sei M der vorgelegte Ausdruck, a„' , a^ die weiteren 

Glieder mit a, &y , hi diejenigen mit 5', so daß also gesetzt 

werden kann -nf y, ^ ^ i»'j»/ i>r/ 

wo M^ die Symbole a und h nicht mehr enthält. 

Ist v' oder w'=h\ so enthält M den Faktor a^, 
man kann also ä und (x^ sofort einführen; ebenso wenn 
y oder « = a ist. 

Es wird nun: 

QM^{a'Wv'w')hiUM' , 
-%M^{Va'^v'w')hmM', 
-12 Jf = 3(y^a'H'w')aihiM'- {VH'^w')vihiM' 

+ (y^a'H')wihiM'j 

wobei 

^Mi = -2{y^a'v'w')aiaiM'+(h'^a'^w')viaiM' 

+ {y^a'^v')wiaiM\ 

M^ = {V^a'v'w')a'za:!^U'^-\^^^\i'^yx!\V^KU'^--%M\ 
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somit 

und schließlich 

also 
76) 4:ab'av'aw'hyyzM^= {(XufOCzVy—ocv'Ociwy—ocw'OCyV'z + ocv'Ociw^M\ 

Hieraus wird dann noch für v^ = w' = p^ : 
(11) 2 gy al^h; hjM' = (oc^^ ocjpi - (x^^ oc^pj) M' . 

Ferner für y = z = q in (76) : 
(77 a) 2 gy a„^ a^ h'g^ M' = {oc^^ oc'g q^ — oc^ a'g q^^) M' , 

Ist hier schließlich noch v' = w' = p^ ^ so wird 
(78) gft.g>&,^^Jtf^ = ap.o^^gp.Jf\ 

Sind p^ Koordinaten einer Ebene, so verschwindet 
jeder Ausdruck, der p^ enthält. Ebenso verschwindet 
jeder Ausdruck mit den Faktoren (p^qxy), {j^'^q'v'w')^ 
(p^q^coy), {p'^q'^u'v') und (:p^q^ooy), {p'^q'^u'v ); 
letztere Faktoren lassen sich unmittelbar auf erstere 
zurückführen. 

6. Die ebenen Schnitte eines K^^K 

Es sei ein B^ (p^) durch die vier Punkte x, y , z und t 
gegeben, welche wir der Eeihe nach mit P^ , Pg , Ps , P4 
bezeichnen wollen. Sind 

drei Punkte des B^ (p^) , so werden die f ünf dimensionalen 
Koordinaten der Ebene n^ = {^rjC)' 

^ikl =(^V Oikl = 2^(^ /^ vUiPr P. PtUl , 
1,4 

WO sich die Indizes r ^ s ^ t voü \ \Äa ^ \i^^^'^£o^* 
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n^ gehört dem Ka an, wenn 

(79) XQr.tai>,ai>yp^^O. 

_M 

Die Qrst sind hierbei die dreidimensionalen Koordinaten 
der Ebene n^ im Äsö)^), können also dnrch einen Buch- 
staben O0 = Qrgt ersetzt werden, wo 0:^{r8t) in den 
Zahlen 1 bis 4 ist. 

Aus (79) folgt also, daß alle Ebenen eines Kf, die 
in einem B^ liegen, durch einen Punkt gehen. Diesen 
Punkt nennen wir das Zentrum des B^ip^). Seine drei- 
dimensionalen Koordinaten sind nach (79) 

Xß = ap^ ap^ ap^ , 

somit wird seine Gleichung im B^ : 

2 Up^ aPj, ap^ ap^ = 
oder 

d. i. 
(80) 
oder auch 

(80a) 

Wir nehmen nun noch einen weiteren Punkt s = Pg 
hinzu, so daß jetzt ein ^4(1?' = (xyzts)) gegeben ist und 
suchen den Schnitt von v' mit dem Ka . Eine Ebene tt* 
in v' hat wieder die Koordinaten 

Sie gehört dem Ka an, wenn: 

(81) 2^ccßY ^Pa ^Pß (^Py = . 
Jjö 

Hier sind die coocßy vierdimensionale Ebenenkoordi- 
naten. Die Ebenen des Ka in v' bilden somit einen Kfy 
dessen Brennraum wir jetzt bestimmen. Ist col^f = die 
Gleichung des Kf, also maßy^ap^apßüp^ seine Koordi- 
naten^ so sind die vierdimensionalen Koordinaten 8^ des 
jBrennraumes : 





P' 


'2) = 




0, 


a;'pu' 


= 


0. 
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= 2 2ap^ apß aPi hi>^ hp^ hp^ , 

Ist nun in einem E4^{v') ein Bsi^^) gegeben, wo die 8' 
Tierdimensionale Baumkoordinaten sind, so wird seine 
Oleichung im fünfdimensionalen Eaume 

y. Sa Tlpß 71 Py Jtp^ JlPg = . 

Man erhält also für den Brennraum: 

^yn'^v')yp,ni>ß7zi>^7ii>,7zi>^=^0 



^<' 



d. i. 

<82) JKg {v') ^ ;7r„/ TT«, oc^ = 



Wir wollen diesen B^{v') kurz den „singulären" B^ 
in v' nennen. Jede Ebene in ihm gehört dem Ea an. 
Die Frage, ob es B^^iv') gibt, welche Ka nach einem spe- 
ziellen Kf schneiden, werden wir später in bejahendem Sinne 
beantworten. Für einen solchen JB4(t?0 wird dann der 
singulare B^ unbestimmt. 

Dual gibt es durch jeden Punkt y eine „singulare" 
Gerade •^ _ «' ^/ ,v ' — n 

deren Oleichung also schon durch (71) gegeben wurde. Tat- 
sächlich wird die dort definierte Form Qy des Komplexes Ky 
«in spezieller Komplex, d. h. Ky ist immer halbspeziell. 
Die Invariante J von Ky ist nämlich nach (24) mit (a^yy oc) öci , 
also mit Null identisch. 

Jede Ebene, welche die singulare Gerade von y ent- 
hält, gehört dem Ka an. 

7. Die Gegenverwandtschatt. 

Jedem Punkte y entspricht ein Kf 
Ky^ nlay = 0, 

dessen Geraden, mit y verbunden. Ebenen erzeugen, welche 
dem Ka angehören. Dieser Ky ist halbspeziell und 

Qy = 7ly Jri Äy = 
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ist seine Brennlinie. Diese ist somit mit der durch y 
gehenden singulären Geraden identisch. Qy hat die Ko- 
ordinaten (ay)i|.Äy, verbindet also y mit dem Punkte 

(83) ry = ccu'(xi = 0, 

welchen wir den „Gegenpunkt" Fy von y nennen wollen. 
Es wird so durch den Ka jedem Punkte y sein Gegen- 
punkt Fy zugeordnet. Die Gerade (yFy) ist die zu y 
singulare Gerade. 

Dual entspricht jedem 1^4(1?') sein „Gegenraum" F^y 
dessen Gleichung 

(84) F^ = (x:,(x^==0 

wird. Er schneidet v' nach dem singulären B^{v^). 

Die so durch den' Xa ^^ ^5 hervorgerufene Kollinea- 
tion nennen Wir Gegenverwandtschaft; sie ist, wie wir 
sehen werden, ein-eindeutig und umkehrbar. 

Bewegt sich y auf einer Geraden p^, so beschreibt F^ 
die Gegengerade 

(85) Gp* = K^ßPo^'Pß''=^' 

Ebenso wird jeder Ebene p^ ihre Gegenebene 

(86) gp. = 7z^ n'ß n^Pcc^Pß^P/ = Q > 
jedem jRsCp^) sein Gegen -E3: 

(87) gp4 ^ TtgTlßTlyTliPcc^Pß^Py^PS* = 

und schließlich jedem B^^ip^^v') ein JK4 

K ^ß ^y ^i ^e Pa' Pß' Py' Pö' Pe' = 

oder 

(84a) {x(xßyde){v'(K'ß'y'ä's')==0 

zugeordnet. Wir werden sehen, daß (84 a) mit (84) iden- 
tisch ist. Man kann überhaupt statt von (83) auch von 
(84) ausgehen und (85), (86) und (87) ableiten. 

Wir fragen uns nun, ob die Gegenverwandtschaft 
umkehrbar ist, d. h. ob der Gegenpunkt FFy von Fy. 
wieder auf y fuhrt. Es ist 
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= Oy a^ hydu-d^ , 

6rry = SBi + 2B^-Bs, 

3^=- {V d'^c'^u')dic'aK^ =^ {c'n' d'^u')e'ad'yK^ , 

%Bi^{c'^d'^u')K^+2{e'^h'd'u')d'ad'yK'' 

-{c'n'd'^)Kd'yK\ 

3 Bi == Ci + 2 Og — Cg . 

Hier enthält 0^ den Faktor h'a, also (/^ = 0; aus Og 
entsteht durch Vertauschung von c und d die Form ßg . 
0, ist mit QrFy identisch. Es wird also 

3ßi = 2B2-6rr„ 

und 12rr, = 4Bg-B8- 

Ferner gibt ßg umgeformt: 

B, = -{c'l'd'^il') = (ft'0'<l'»»')W6aCa0; , 

2Bg = (&'«d'»«') cicic^c;- 3 (&'«c'fl[' ««')«!;; Wci^ 
2Bg=i)i-3i)g + D3, 

Dg ^ , da es bei Yertauschung von h und d das Zeichen 
ändert; endlich 

Di = (e'})'^d'«)eLKKci , 
2D3 2{e'n'd'»)KuiKei + S{c'n'^d'^)diuiKci, 

■ D, QFTy, 

also 

2ßg=--12rry; 

36 rr^ — ßg = -(&'d'»c'ä) KK^ii'y , 
36 rry = 6«^ /?,'•<. 
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Wir setzen nun für die Invariante (Kß^ß»' 

(88) A^oi^ßa^^ala^V^c:,^ , 
dann ist 

(89) rry = oCß^ocißu^==^ui. 

Die Gegenverwandtschaft ist also nur dann umkehr- 
bar, wenn Ä^O; dies wollen wir in folgendem immer 
voraussetzen. A ist eine Invariante vom 4. Orade in 
den Koeffizienten des Komplexes. 

Aus (89) folgt noch der wichtige Satz: 

„Jeder Ausdruck, der den symbolischen Faktor ccß 

enthält, hat den wirklichen Faktor -^ ." 



Aus den Symbolen oc , (k', ßj ß% . . . lassen sich eine 

Eeihe von Invarianten kettenartig bilden, wir setzen: 

A^ = Of.ß'ßec' , 

Az = ocß'ß/ycc' , 

A4. = ocß'ß/ys'da^ , 
J.5 = (Kß'ßy'ys'de-eo,' , 

. ^e = Ä/ö' ß/ ys' ^e' ^v' ^*' 
usw. 

Dann wird wegen des obigen Satzes: 
(A,-=0, 
A2 = A , 



(90) 



(90a) 



^, = -g-^ = 0, 



Äi--QA^ 


A* 

~ 6 ' 


^,=1^ 


= 0, 


^6 = -Q^i 


A^ 
~ 36 • 
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Wir fragen uns nun, ob es Punkte gibt, die mit ihrem 
Oegenpunkte zusammenfallen. Solche Punkte nennen wir 
Doppelpunkte des Komplexes. Für diese müssen die 
sechs Gleichungen: 

(91) (^i(^i=-^yi 

bestehen. 

Hieraus erhält man für X eine Gleichung 6. Grades: 

0C2OC2 -\- X 



(92) Ja = 



«1 


«1' 


«2 


«1' 


«8 


«t' 


«4 


«1' 


«5 


«( 


«6 


«i 



ÄßÄe + A 



= 0. 



Dies gibt durch Zerlegung: 



(93) 



Wir setzen nun für die Invarianten, die in dieser 
Gleichung auftreten: 

( M, = {ocßyder}){cc'ß'y'd'e'fi'), 
M, = {ocßYd 6)f,'^','a'o ^^{xßYde)i {x'ß' y' 6' t'\ , 



<94) 



M^ = ioißyd) (^.ßyi^ =^ (« ß y <J)« («' ß' y' <J')it , 



We itzenbdck, KomplexsymboVWL. 



^S> 
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Dann wird aus (93): 



M, 



M, 



M. 



M, 



M^ 



(95) A,^^ + X-^ + k^-^ + X^-^ + X^-^ + k^M,+k^ 

Wir berechnen nun diese Jf», von Mq ausgehend. 
Es ist 

ocß^ (Xy' (Xy a«' a,y 



Jf«==. 






^»7' 



Entwickelt man nach der ersten Zeile und Kolonne, 
so wird Jfg = -^ Jf4 + (6 - 1) (6 - 2) ÖM^ ; ÖM^ ent- 
steht aus M^j wenn man >" durch ß ersetzt und mit 
(Xß'Oiy multipliziert. So ist 

öAi = Ai^2 • 

Man erhält dieselben Gleichungen wie bei Entwick- 
lung der Diskriminante eines quadratischen Strahlen- 
komplexes im ^3 (Abschnitt m, S. 57 ff.). Berücksich- 
tigen wir hier noch die Gleichungen (90a), so erhalten wir: 





r jf 1 = , 


Mi = 2A^, 


(96) 


M, = -A, 


Jf5 = 0, 




ljf8 = 0, 


Me = -J^^3 


Somit TV 

oder 

(97) 


ird 

'' 2.^+4! 

^x = (a« - 





^3 = 



Man erhält also zwei dreifach zählende Werte 
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JSTun wird aber, da A^ ein Kubus ist, A^^ und Ja, 
vom Eange 3, d. h. es gibt zweimal (»2 viele Doppel- 
punkte, welche zwei Ebenen, die „Doppelebenen" des K^ 
ausfüllen. Deren Gleichungen werden wir weiter unten 
aufstellen. 

Es gibt bei einem allgemeinen Kf keine Punkte, 
deren Gegenpunkte unbestimmt sind. 

Für einen solchen müßten nämlich die sechs Glei- 
chungen (Xi(xi = bestehen, d. h. es müßte 

\(XiCci\ = MQ, 
also A verschwinden. 

Da Mq^ —^A^ ist, so wird auch aus (48a): 
A' ociöCu' = 0, was mit dem dort Gesagten übereinstimmt. 

Für einen Doppelpunkt f besteht die Gleichung 

daher verschwindet Q^ identisch, d. h. die einem Doppel- 
punkte f entsprechende Gerade wird unb*estimmt, K§ ist 
ein spezieller Geradenkomplex. 

Dual erhält man zweimal c»« viele Doppel-Ä^ , welche 
je eine Doppelebene des Ka enthalten. Der singulare B^ 
eines Doppel-JB4 ist unbestimmt. 

8. Die Doppelebenen eines K^^K 

Es entspricht jedem Punkte y ein halbspezieller 
Strahlenkomplex Ky , dessen Brennlinie Qy^n^jtioci = 
die durch y gehende singulare Gerade ist. Die Gegen- 
gerade von Qy ist mit Qy selbst identisch, da Qy y mit 
Fy verbindet. 

Wir schneiden nun Qy durch einen B^{v')', die Gleichung 
des Schnittpunktes 8 wird: 

{u'V%y)(Xi=0 

Wir bilden nun Q^ = n^ ni cci , also 

Qs = nin'ßßivixi — Ji'aTiiv'ßßioci , 
= K ^ß ßi vi («; yi vi - (xi t?; yS) 
- K niv'ßßi((x^ y'ßßi - ociviyi) , 

(98) Qs=-Qy[{v'ßßyr-^vi']^ ' 
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D. b. Qg ist im allgemeinen mit Qy identisch. Alle 
Punkte auf Qy haben also Qy zur singulären Geraden. 
Qg wird unbestimmt für 

man erhält also auf Qy zwei solche Punkte 

(99) ry+^^ui^o. 

Diese Punkte sind Doppelpunkte, wie man leicht beweist, 
wenn man ihre Gegenpunkte aufsucht. Wir nennen sie 
die zu y gehörigen Doppelpunkte 2)<y. Sie liegen har- 
monisch zu y und Fy und sind mit den zu Fy gehörigen 
Doppelpunkten identisch. Die Punkte auf Qy bilden eine 
zu ihren Gegenpunkten projektive Punktreihe, deren 
Doppelpunkte Hiy sind. 

Durchläuft y die Gerade p^ , so beschreibt Fy die 
Gegengerade Gp« ^ tt^ jiß poc^ pß^ = . Ebenso beschreiben 
die JDiy zwei. Gerade F^ und F2 , welche in den Doppel- 
ebenen <&i und 02 <i^8 ^a liegen. Ihre Gleichungen sind:. 



(100) 



i/A A 

^1,2 ^K^ßPa'Pß^± 2|/-g-JI«2>«'l>^'±-g-^jJ''^ = 0, 



Die singulären Geraden der Punkte auf p^ bilden 
daher eine Schar von Erzeugenden einer dreidimensionalen 
Fläche 2. Ordnung. Der anderen Schar gehören p^ , Opt, 
Fl- und F2 an, diese vier Erzeugenden werden von allen 
Erzeugenden der anderen Art in vier harmonisch liegenden 
Punkten getroffen. Der durch p^ und öp« gelegte B^Bj^ 
schneidet also die Doppelebenen nach zwei Geraden, den 
zu p^ gehörigen Doppelgeraden. 

Die singulare Bedeutung des Bp* erhellt auch noch 
aus folgendem. Ist p^ = (yz) also Opt=^{FyFg), so er- 
scheint Bp* durch die vier Punkte y , z , Fy und jT^ be- 
stimmt. Jeder seiner Punkte kann daher in der Form 
^ly + ^z + X^Fy + X^Fg dargestellt werden. Sein Gegen- 

-ö^y + k-Q 

alßo auch in Bp2', ein zu k gehöriger Doppelpunkt wird 



punkt Fx wird dann X^Fy + A^ T, + h-^V + h-^^i ^^^g^ 
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■n 



>l 4: 1/ — JHi , liegt also auf einer zu p^ gehörigen Doppel- 
geraden. 

Gehört y der Ebene p^ = {xyz) an, so liegt Fy in 
der Gegenebene 

T^p ^ Jla 7lß Tly Pa' Pß^ P/ ; 

die Punkte beider Ebenen sind so durch den Ka eindeutig 
einander zugeordnet. 

Die Doppelpunkte 2)»,;? Ay? A« bestimmen dann 
die beiden Doppelebenen, als deren Gleichung man erhält: 

Daß diese Gleichung tatsächlich von p^ unabhängig 
ist, wird später gezeigt werden. 

Sind endlich co, y, z und t vier Punkte und A«j 
Ay > A« uiid Dil die zugehörigen Doppelpunkte, so werden 
die zwei, durch die zusammengehörigen Doppelpunkte 
bestimmten Bäume: 

Hierbei ist für p^ . . . (xyzt) zu setzen. Wir setzen nun: 

M2 = K^ßPa'Pß' , 

Jfi = n^'nß'Tiy^Tifi'p'^p'ßp^pi , 

-3f 3 = Tip' Uo,' Tlß' Tly' p'a, Pß Py , 

Mi = 71^. jic,^ jtß' p'^p^ , 



(103) 



l 



M, 



— ^p 



/2 



In diesen Formen können wir nun durch Umformung 
bewirken, daß tz mit p vertauscht erscheint. Wir- unter- 
lassen jedoch hier diese etwas längere Eechnung, sie ist 
genau so zu machen wie diejenige, welche auf (116) führt. 
Man erhält: 
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(104) 6Jf2 = 3Jf2^ + ^^o, 

(105) 6Jfi ^-M[, 

(106) 9Jfi = ~12^Jf2 — 3^Jf^-^gJtfo, 

(107) ^Mi^%AM^-AMi. 



Aus (106) wird, wenn man (104) berücksichtigt: 

(108) Mi = -2AM2 . 

. Ebenso aus (107), wenn man (105) berücksichtigt: 

(109) M;,=^AM^. 

Es lassen sich also alle diese Formen auf Mq^ My^ 
und M^ zurückführen. 

Die zu den Formeln (104) bis (109) dualen geben 
Eelation zwischen den in (102) auftretenden Größen. Be- 
rücksichtigt man diese, so erhält man JB<p4^0, wie es 
sein muß, da alle Doppelpunkte in den zwei Doppelebenen 
liegen, der durch vier Doppelpunkte bestimmte B^ also 
unbestimmt werden muß. 

Wir stellen nun die Gleichungen der beiden Doppel- 
ebenen auf einem anderen Wege auf. Ist f ein zu y 
gehöriger Doppelpunkt, so wird Q^^O und es ist 

(110) K^ = 7ila:^(x;,±X7ilai^0 

ein spezieller Kf . K$ ist der dem Punkte f bezüglich 
des Ka zugeordnete Kf\ Man kann K§ aber auch als 
einen dem y zugeordneten Kf auffassen, nur erfolgt diese 
Zuordnung dann nicht durch Ka, sondern durch einen 
der Komplexe 

da jeder Kf^ 0y speziell ist, so sind diese 0i selbst speziell 
. und stellen daher zwei Ebenen 

(111) 0i = 7zl7z,.a:,±X7il=^O 
dar. 

Bin B^(p'^) schneidet 0i in dem Punkte | 

U^ E^ a^. üa' O^u' + ^«p'^u' = ; 
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dessen Gtogenpunkt wird 

Oy a«' ocßfßu^ + X al> a^' oc^' = 



oder 



A — 



ist somit mit f identisch. Jeder Punkt von 0i ist also 
Doppelpunkt, d. h. die durch (111) gegebenen Ebenen 
sind die Doppelebenen des Komplexes Ka. Sie schneiden 
sich nur tiir Ä =0, wie man durch Schiebung von 0^ 
und 02 beweist. Ist aber J. = , dann fallen sie wegen 

X =l/-ß- zusammen. Der Fall von zwei getrennten, sich 

schneidenden Doppelebenen kommt nicht vor. 

Wir können nun leicht eine Konstruktion für den 
Gegenpunkt Fy von y angeben. Man verbindet z. B. y 
mit 01 zu einem B^ ; dieser schneidet 0^ in 2>iy . Die 
Gerade (y Diy) trifft <&i in D2y und Fy liegt zu y bezüglich 
der Doppelpunkte Ay harmonisch. 

Die dualen Betrachtungen führen natürlich zu dem- 
selben Eesultat. Durch den singulären B^ eines 1^4 (t?0 
gehen zwei Doppel-E4 , harmonisch zu v' und F^ . Diese 
Doppel--B4 enthalten je eine Doppelebene. 

9. Die kovarianten Ebenenkomplexe. 

Durch (101) sind die Ebenen gegeben, welche die 
zu X , y und z gehörigen Doppelpunkte verbinden. Wir. 
untersuchen nun die in (101) auftretenden Formen mit 
zwei Eeihen Ebenenkoordinaten näher. Wir setzen: 



(112) 


T„'p ^ n^ n'ß n'y p«- fß' py' , 


(113) 


Ävp ^^ ^p ^» ^ßPa'Piy f 


(114) 
(115) 


B^p ^ Tip* ?l« Pa' , 

K„'p = n;^ . 



Diese Formen lassen sich nun vor allem so umformen, 
daß :7r und p darin vertauscht erscheinen. Wir ^\^<k^ 
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diese Umformung zur Veranschaulichung der Bechnung 
nur für eine dieser Formen, z. B. Ä^p. Es wird 

6 8^p ^{n^pcK ß) p^^pß' -=-(pji^(xß) Pa'Pß^ , 

~12S^p^'i{j^^7i^(xß)n^'Pf, + {p^n^(x)ßo.'P^, 

-12Ä^p = 3^ + ^, 
wobei . 

und 

= —2{p^ n(X ß) Tlß' Tlot* -\- (p^ Jt^ ß) (Xß' 7ta' , 





== 12 8„p- - A • n;\ 


Somit wird 




(116) 


Ä^p = —8„p- . 



Analog erh&lt man für die andern Formen: 

(117) T^p = T„p' , 

(118) B^p =• B„ff , 



(119) K„'p = -K, 



7t j/ 



Wir bilden nun diese Formen T j 8\ B und K für 
diese Komplexe selbst, d. h. wir ersetzen z. B. in T„*p die 
Pij^i durch die Koeffizienten von Tiin einer dieser Formen, 
z. B. jRw'p. I^ic so erhaltene Form bezeichnen wir mit 
T^p{B„p). Nicht symbolisch wird, wenn M und N zwei 
dieser Formen T, 8, B und K sind: 

Bei der Berechnung dieser Formen M{N) verfährt 
man am einfachsten folgend: Es sei z. B. 8„^p{Tjrp) zu 
ermittein. Wir schreiben 8„*p mit einem Faktor in 
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Determinantenform, so daß die p gestrichen auftreten. 
Da Sgt'p^ jipPot'Pß'^L^ß ist, so wird 

Nun schreiben wir ebenso T„p' , so daß die jc' gestrichen 
auftreten, also 

Hier steht in der Determinante (x'ß'y' neben 7»'*; dies 
setzen wir statt p'^in 8„'p ein ; so erhalten wir wegen (120) 

Anf diesem Wege ergibt sich der Reihe nach: 

T^piTnp') = i(cc' ß' y' d' e' tj')K^ßn^pip'^Pi , 
also durch Yertauschung : 

(121) T„-p(T„p) ^ [^y K.p- , 

6T^p(8„p-) = (p'd's'(K'ß'y')Kn^n^pipi . 

12T^p{8„p.) = -(p'^<K'/d'e')p^ß'„7i;nijil 

+ i{p">»'ß'd'e')f^p'ßn;niK , 

= Ai -f- 6 A.^ , 
wobei 

A-i = A lp„' 
und 

Ä^^^(p'*n'ß'd's')pl,niK = ^A,, 

dAs = (p'^ß'd'e')ji'ß7iijii + 2ip'»n'd'e')d'ßnW, 

= 6T^p + 2ABp„-, 
also 

A» 
3 
und schließlich 

(122) T^p{8„p') = ^B„'p. 



o A.2 — A.lji'p -\ ^■tijt'p 
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Analoge Umformungen führen zu folgenden Formeln: 

(123) 
(124) 
(125) 

(126) 

(127) 
(128) 
(129) 

(130) 

(131) 

(132) B„^p(K„p^) = Rjt'p . 

Eine Anwendung dieser Formeln ist z. B. folgende. 
Durch (101) ist eine Ebene bestimmt, welche drei Doppel- 
punkte enthält. Ihre Gegenebene muß daher mit ihr 
zusammenfallen. Schreiben wir (101) in der Form 

E^^p = T^^p + 3X8„^p + 3 X^ B^^p + X^ K^p = 

oder nach (116) bis (119) auch 

i:„p' = T„p^ -3X8„p'+3 X^R^p' - X^K^p' = . 

Die Gegenebene von B ist durch T^^pi^nv) = bestimmt. 
Dies gibt also 

TMTnv) - 3XT^p{8„p') + 3X^T^'p(B„p') - X^T„^p{K„p^) = , 

was nach Anwendung obiger Formeln tatsächlich auf E 
zurückführt. 



T„'p{B„^) = 




T„-AK„p') = 


T^p, 




S^AT^p) = 


36^"' 


y j 


SMS.p^ = 


yÄ»> + 


36 "" ' 


S^p(B„p') = 


3 "" 


9 ""' 


8„'p{E„p') = 


S^P, 




Bn'p\J-np') = 


—qS^v 


> 


B7t^p{8„p) = 


+ 3 J-n-p 


+ "q" ^Jt'P » 


• 

■ßvi>(-Bjip') = 


-^S^p 


+ 18^">' 
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Wenn wir in den Formen Tj8jB und K die p 
durch die a ersetzen j so erhalten wir drei ' kovariante 
Komplexe und den Kai 



(133) 



Tn'a = ^i ^/? ^Y 0,0t' (^ß' <*y' = T„a' j 
Sn' a = TlaTli Tlß a«' ttß' = — S„a' } 



Umgekehrt können wir aus diesen durch den Prozeß 

SM = — ' 3 piii Formen mit n und p erzeugen; fc ist 

hierbei der Orad von M in den Oit/, also für T^«, Ä^'a, 
E;;^« der Eeihe nach 7, 5 und 3. Wir erhalten so: 

7 dT„' a = ^^p + 3 Ji; p^ ay K ^ß acc' a/r + 3 ;ri &J.ap' ;r« n^aa^üß^ 

wobei 

6 J.2 = if>'^7i'p'^)panZ7ißaoc'aß' , 

18 .ig = 3(p'8&'2^0 W:^>^a«'a/r - (p'^ ft'»)^«:^»«'«^' , 

18^2 = ^^VlVn'K^'ec^ßaot'CLß'-- 6Kpa^8„'a , 
O -0-2 = O -o-i + J^p'a ^n'a > 

somit 

J.1 enthält den Faktor a^' ^ somit nach (77 a): 
2Ai =2ay a«' a^ bp^ Jtp n'^nß ^ 

= ycc'yiPß'^pK^ß — yß'YvPcc'^iK^ß , 
^1 =* yoc'ypPß'^p^a^ß = — n^pVß'^v^ß j 

somit 

(134) dT^a = I {T^'p + AB^p + Xp'ft S„'a) . 
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Ebenso erhält man leicht: 

(135) d8„'a = ^[3S^p+jB„^aKp'a + jK„'p), 

(136) SBjt'a = ^(3Bj^p + \Kj^aKp't) , 

(137) dK^'a = K„j, . 

Wir gehen nun von den Gleichungen (111) aus. Dort 
erscheinen die beiden Doppelebenen in der Form: 

X ist hierbei eine Wurzel der Gleichung A^ — -^ == . 

b 

Eine Doppelebene muß mit ihrer Gegenebene zusam- 
menfallen. Wenn wir daher T^epi^nt^) bilden, so muß 
dies bis auf einen Faktor co mit identisch werden, 
d.h. es ist r„,,(<f„„,)^«,<P, 

also nach (123) und (124) 

(138) 0' = -^S„a' + A2'„..= a)(Ä„„' + AiT^..) . 

Wir bilden nun die Form T„'p auf beiden Seiten der 
Gleichung noch einmal, dann wird 

~ T„'p i8„a') + X T„'p{T„a') = a) <P' , 
Die linke Seite gibt nach (122) und (121): 





oie yJ^Tia' + AÄ^io') ) 


somit ist 


Ä^ 


und 
(139) 


216 - *" 

Ä-i/Ä Ä, 
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Setzen wir dies in (138) ein, so ergeben sich ent- 
sprechend den beiden Doppelebenen für ±X folgende 
Gleichungen 

A A 

A A 

Hieraus folgt durch Addition und Subtraktion: 
:^ Ä — if^ jr 

O 

also 

(140) S^^^^-^K^a'. 



Ferner durch Subtraktion 

(141) T„a'^^E^a' 



Aus (140) folgt, wie auch leicht anders zu bestätigen, 

Saa'^O, aus (141): 

(142) ^-' = 4"- 



Wenn wir auf A =^ al^ a^ e^^ di,* *den oben definierten 
4 -Prozeß anwenden, so wird 

4:6A =2ylpcc'K + 2aJ.a«/ap^ , 

(143) ÖA = R^a^ . 

Wir wenden nun auf beide Seiten von (140) und (141) 
den ^-Prozeß an. Aus (140) wird nach (135) und (137) 
mit Eücksicht auf (143): 

2 2 A 

(144) S„^p = -^ Bp^a ^n*a "" -q ^n' a ^p'a "~ Tq ^Tt'p • 

Aus (141) wird nach (134), (136) und (143): 
2 A A 
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also wegen (140): 

2 ' A A 

(145) T„'p = —Mp'a^n'a n' ■^'t'p — cT -^n'a-^p'a • 

Nun können wir anch bewe?sen, daß (101) von p^ 
unabhängig ist. Setzen wir nämlich für T„^p und 8„'p in 
(101) die Werte aus (145) und (144) ein, so wird 

führt somit auf die durch (111) gegebenen Doppelebenen. 
Aus (145) folgt noch für p = 71: 

(146) T„^„ = i{B^a + A K^a) (R^a -XK^^a) . 

^.v?r = führt also auf die Doppelebenen, wie es 
sein muß. Durch T„*„ = ist nämlich ein quadratischer 
Ebenenkomplex im B^ dargestellt, dessen Ebenen die Eigen- 
schaft haben, ihre Gegenebenen zu schneiden. Denn damit 
sich 7ip^ = und T„'p = schneiden, muß Tpp^ = sein. 
Wenn aber p^ ihre Gegenebene schneidet, so muß der 
Schnittpunkt Doppelpunkt sein, d. h. er muß einer der 
beiden Doppelebenen angehören, p^ schneidet somit eine 
derselben, was durch (146) zum Ausdruck kommt. Schneidet 
eine Ebene p^ beide JDoppelebenen, so gehört sie sowohl 
dem Komplexe K„'a = als auch E^.^ = an. 



10. Der halbspezielle und polare Ebenenkomplex. 

Man kann leicht beweisen, daß A die einzige Invari- 
ante des Ka ist. Es sei M der vorgelegte invariante Aus- 
druck, welchen wir zuert so umformen, daß keine Deter- 
minante mehr in ihm auftritt. Dann besteht es nur aus 
Faktoren ai,. Die Symbole a und b lassen sich daher 
dann nach (76) zu ^ ^"^ zusammenziehen. Enthält M dann 

ocß', so sondert sich nach (89) -^ ab. M kann also nur 

noch Faktoren vom Typus a«' enthalten. Wir haben also 



M = a«' üß' a/ ocb' ße 7d' • ^' • 
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Dieser Ausdruck entsteht nun aus T^«, wenn wir 
für die tiIh . . . (yc'd^u setzen. Da nun 

ist, SO sondert sich auch hier aus M der Faktor -^ ab. 

A 
Damit ist also, bewiesen , daß sich -^ als Faktor aus M 

b 

absondert, wenn M den symbolischen Faktor a^' enthält. 

M wird so schließlich eine Potenz von A oder verschwindet. 

Ist J. :^ , so nennen wir den Ka allgemein. Für 

J. = sagen wir, er ist „halbspezi^ll". Wegen (140) und 

(141) verschwinden Bna' ^iid T„a' identisch und nach (111) 

fallen die beiden Doppelebenen zusammen in eine einzige 

(147) = nl^ a« n^' = B^a' = . 



Der Komplex E^^. = ist dann also speziell und 
stellt die einzige Doppelebene dar, welche wegen 
Eaa' = u4 = dem Ka selbst angehört. 

Tnn' wird demgemäß ein vollständiges Quadrat nach 
(146); ebenso nach (145) T^^p, was mit identisch wird. 

Ist der Ka allgemein, so sahen wir, daß sich die ko- 
varianten Formen T, 8, B auf B und K zurückführen 
lassen. Die Komplexe T„a' = und 8„a' = sind 
also mit B„a' = und Ka identisch. Die geometrische 
Bedeutung von T„a' = ist folgende: Soll die Gegenebene 
von p^ dem Ka angehören, so muß Tpa' = sein, d. h. 
T„a' = ist die Abbildung des Grundkomplexes in der 
Gtegenverwandtschaft. Dieselbe Bedeutung hat B„a' = . 

Bei einem halbspeziellen Ebenenkomplex liegt der 
Gegenpunkt Fy jedes Punktes y in der Doppelebene 0; 
mit Fy fallen auch die zu y gehörigen Doppelpunkte zu- 
sammen. Der Gegenpunkt eines Punktes von wird 
unbestimmt, da für ^ = die Gegenverwandtschaft nicht 
umkehrbar ist. Fy ist Gegenpunkt jedes Punktes im 
Eaume (y<P). 

Ein weiterer Fall tritt ein, wenn E^^' ^ ist. Diese 
Bedingung ergibt die 20 Gleichungen 

(148) Oit a«' al = = a^ a^ 6 J^ Ci =^ Q . 
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Es verschwindet dann jeder Ausdruck, der einen 
Faktor vom Typus a«' enthält. 

Es sei p^ eine Gerade, Oj^^pn^pß^jiaTiß^ ihre 
Gegengerade. Die Gleichung des R^ip^Opt) wird 

{jt^p^(xß)qa^qß^ = Oj 

oder wenn wir für (ji^p^) . . . g^ schreiben, so wird auch 

(b^qa^)qß^Qhi=^0, 

dies führt umgeformt auf Ausdrücke mit hß' und aß^ , also 
wird für B„a^ ^ 

{Q^ocß)qcc^qß' = 0. 

Es schneiden sich also Qy und Qg in einem Punkte f , 
denn der von Qy und Q^ bestimmte B^ ist mit R^(p^Oj^) 
für p^ = (y z) identisch, wird also unbestimmt. Um f zu 
bestimmen, verbinden wir Qy mit einer Ebene p^ zu 
einem EJt?') : co^ = {ißpSy oc)oc;,^0 . 

B^{v') wird von Q^ dann in f geschnitten. 
Die Gleichung von f wird also 

{ßAuW)ßz-0 

^^^r ßu'{zp'y(x)oc'yßi-ui{ßp^y(x)(x'yßi^O. 

Hier setzen wir im zweiten Term (p^y) = ^*, dann wird 

Im ersten Term setzen wir {zp^y) = w\ so wird 

U^^W'ccOC'y'U'ßß'z^O j 



f ist somit der Gegenpunkt eines willkürlichen 
Punktes z . Alle Gegenpunkte fallen in f , dem „Pol" des 
Komplexes Ka^ zusammen. Wir nennen demzufolge den 
Ka einen „polaren Ebenenkomplex". Jede Ebene durch 
den Pol gehört|dann dem Komplexe an. 

Ist endlich ^ JT = 1*^)8« ^ 0, der Pol also auch un- 
bestimmt, sojjst der Ka speziell und a» ist seine „Leit- 
ebene^^. 
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Damit die om Koordinaten einer Ebene sind, müssen 
nach früherem die Gleichungen 

erfüllt sein. Von diesen sind aber nur zehn voneinander 
unabhängig. Man kann jedoch auch diese Bedingungen 
so fassen, daß man z. B. 9 der obigen Gleichungen wählt, 
die quadratisch in den am sind und eine passende aus 
den Gleichungen (148). So geschiebt dies z. B. bei Zindler, 
Liniengeometrie I, Satz 221. 

Hier sei. noch ein Beispiel behandelt. Bezüglich 
eines Kf n'^ = kann man jedem Punkte f einen Ebenen- 
komplex 

zuordnen. Jede Ebene dieses Kf gibt mit | verbunden 
einen Eg des Kf . Ist f das Zentrum von p^ bezüglich 
eines Kf , tiJ' = und n'^ = der zugehörige Baum- 
komplex desselben, so ist der Kf mit dem durch (51) ge- 
gebenen identisch. 

Es wird Ky für F 

Ky{r) = {ji^(x^yi) 
und daher 

oder 

Jti7t^{öc^ß^y^) = 0, 
d. i. 

J • 7ly 71^ d^ ü^ = , 

also f ür J ^ 

d. h. es ist f Gegenpunkt zu jedem anderen Punkte; 
r ist also ein polarer Ebenenkomplex mit f als Pol. Dem- 
gemäß muß R{r) identisch verschwinden. Setzen wir 

80 daß w' die Koordinaten des B^ sind, welcher zu p^ 
bezüglich ti'J^ = zugeordnet ist, so erhält man leicht 

denn f und w' liegen vereinigt. 



Weitzenböckf Komplexsymbolik. ^^ 



VI. Abschnitt. 

Der Greradenkomplex im JB„. 

1. Einleitung. 

Sind die ai zweifältige, n - dimensionale Komplex- 
symbole, so wird die Gleichung des Ka ^ Kf^ : 

(1) 7tl.==0 

oder in gestrichenen Variablen 

(2) 



Eine Form, welche nur eine Eeihe von Variabein, 
sonst aber die aik von Ka enthält, nennen wir allgemein 
eine Kovariante des Ka. Wir betrachten voriäufig nur 
die linearen Ko Varianten Ci, wo i der Grad in den aik ist. 

Man kann jede Gi auf symbolische Produkte von 
Faktoren a^^ , a„' zurückführen. Wir beweisen nun den Satz : 

„Enthält eine Form Aj^^ als Faktor, so enthält sie 
auch a?'." 

Es sei ^ , , 

0< = Äft' du' Of^' d^vD' • • • Oy • • • , 

^^ 2 Cf = («'«&'«'«' w'... )6^.. , 

= (6'a'2M'»'«>'...)6». 

Dies gibt nach der Identität (3), Abschnitt V um- 
geformt: 

2C» = -2(&'«a'«'t>'w'. ..X + (6'*a'*i''M''...)<- ... , 

also nach Yertauschang von a' und V 

4 0< = («'«&'*«' w'... X... -... , 

(3) 2Ci = al'af-a^ .. . ui ... — . .. 
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Es enthält also Ci al* als symbolischen Faktor. Wir 
formen jetzt 0» weiter so um, daß kein Symbol c', d', . . . 
mit a zusammen in a^ , a^/ , ... auftritt, d. h. daß a nur 
mehr in den Faktoren al^ , aj^ , a\^^ ... mit den Koeffi- 
zienten des Ka verbunden ist. Dann ziehen wir die un- 
gestrichenen Symbole a^h ^ c^ ... zu Ausdrücken A^ B y 
C , . . , zusammen, so daß wir haben 

\B^hlhl,..hl7^^^' usw. 

Die J. , ^ , , . . . sind hierbei vom Grade öc , ß , 
y j ... in den akk . 

Gi ist dann dargestellt durch 

(5) Oi - .i . 5 . . . . , 



also als symbolisches Produkt von J. , B y , . . . , wobei 
diese Ausdrücke selbst mittels Jt' zusammenhängen. 

Wenn wir in der Identität (1), Abschnitt V, die 
Symbole 1,2, 3, ...,w + 2 gruppenartig durch Komplex- 
symbole ersetzen, so entsteht die Gleichung 

Wir schreiben nun nach (5) und (4) d in der Form 

Ci = (a~-2«+i&'»-2/?+ion-2y+i ... 7i')'Ac,-i'Bß.iGy.i ... 
Hierbei ist 



Aa-i = alal. . 


■■al 


(« Paktoren al-) 


Bß.i = hlhl. 


■ . &?„' 


iß „ '&?-) 


nsw. 







Setzen wir der Kürze wegen noch 

n — 2(x + l = oc' usw., 
so wird 

G^^{a^'hß'cr' . . ,)A^.iBß.iGy.i . . . , 
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Dies können wir nun nach (6) umformen. Wir er- 
halten Ausdrücke von folgenden beiden Typen: 

«2 • • • (a*'+^&^'c^' . . . ^'-^)na'aa^A^.2Bß,i ... 

Wenden wir hier abermals (6) an, indem wir a^^ zur 
Umformung heranziehen, so entstehen folgende Typen: 
Aus Typus t^ : 

^3 . . . {a-'^H^-'er' . . . ^*)^«_2 5/?-i 0,_i . . . , 

^4 . . . (a^'+^j/^'-ieZ-i . . . 7i')hd'Ca'A^.2Bß,i . . . 

Aus Typus ^ : 

«5 . . . (a*'+25^'-ie/ . . . ji'-^)ha'7ia^Aa-2Bß^i . . . , 
<6 . . . (a^'+^&^cy' . . . 7i'-^)7i:t^Acc-2Bß.i . . . 

Wir schreiben nun Typus t^ in der Form 

h^h^;-'Bß_,d^,.A,_,G^_,.,.; 

hier tritt der Faktor b^^, also nach (3) auch hl* auf, so 
daß also dieser Faktor zu Bß^i hinzukommt, wodurch 
Typus «4 auf folgende beiden Typen führt: 

t,...h^r'e^.B^A,_,G^_,'... , 

ts'"^-'e:,e',Bß_,A,_,C^_,,.. 

Typus tj führt nach Eücksubstitution der q' auf 

(&/^-2ca«'+2ey'-i . . . 7i')BßAcc-2Gy.i . . . 
oder 

(a^'+H^-^cr' . . . 7i^)BßAcc-2Gy.i , 

also auf Typus t^ . t^ gibt nach Vertauschung von e' 
und d' wieder t^; es ist somit t^ auf ^ zurückgeführt. 

Ebenso kann man durch Umformungen den Typus t^ 
auf t^ und Iq zurückführen, so daß also dann Gi zerlegbar 
ist in die Typen t^ und t^. 

Es zerfällt also Gi in folgende Glieder, deren Bildungs- 
gesetz man leicht übersieht: 

(a«'+2ft/?-2^/ . . . 7Z,)Aa-2BßGy^i . . . 

und 

jilia^'+nfi' cy' . . . ^-2)^^.25^-1 Oy_i ... 
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Diese Umformung setzen wir nun so lange fort, bis 
sämtliche Symbole a, die in J.«_2 vorkommen, in die 
Klammer eingegangen sind. 

Um das Endresultat zu übersehen, müssen wir unter- 
scheiden, ob n gerade oder ungerade ist. 

2. n a 2 fe + 1 . 

Dann ist >l (7< = («2t-2«+2 2,2t-2/?+3, . .ji^')Acc-iBß.i. . . 
Es kommen also in der Klammer nur gerade Exponenten 
vor. Da a (n — 1) = 2 fc-fältig ist, so können am Schlüsse 
der Umformung nur Glieder mit den Klammerausdrücken 

(a"62) und (a"^») 
übrigbleiben. 

Diese führen aber direkt auf 

hlr und nl^ , 

d. h. Gi zerfällt also überhaupt in Faktoren dieses Typus. 
Wir ziehen dann alle Glieder mit n zusammen zu: 

(7) rr=^7il7il7il ... |r| ... yrg,. ; 

hierbei soll \r\ anzeigen, daß r solche Faktoren 7t^ auf- 
treten. Der Best der Glieder in Gi führt auf eine Potenz 
der Größe 

(8) J = alal...\r\...al 
und es ist also • 

(9) kGi^Jf^-Tr. 



J ist' die einzige Invariante des K^, wie man leicht 
beweist. Eine solche enthält nämlich nur Faktoren a^', 
also nach (3) lauter Faktoren al^ . 

Wir nennen einen jBr?*+^*, dessen J = ist, „null- 
variant". 

Die Fr geben das Formensystem des Ka . Für r = 1 
erhält man den Grundkomplez selbst. Da tt höchstens 
(2fc -f 1)- fältig sein kann, so folgt: 

2r^2fc-f 1 , 
also für ganze r: 
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Für r = Tc entsteht ein K^nl2 > der dem K^^*^ dual gegen- 
übersteht. 

Fr ist ein linearer Komplex von Bäumen Äsr-i ; ©s 
existieren einschließlich des Ka selbst fc solche F^ und alle 
einreihigen, linearen Kovarianten sind durch diese Formen 
darstellbar. 

Bin R2d+i(Q^^'^^) , d^k, schneidet den jK:?*+i> nach 
einem Kf'^'^^^, dessen Gleichung in (2d + l)-dimensionalen 
Linienkoordinaten o><t ist: 

(10) >;coaai>,«^, = 0. 

Der R2d+i(Q^'^'^^) erscheint hierbei durch die Punkte 
Pi , Pg , Pg , . . . , P2d+i gegeben. 

Die Invariante J' dieses Schnittkomplexes K?'^'^^^ 
wird: 



oder 



\ai>,ai>,h}>^hi>, . . . mi>^^_^^mi>.,,^^\ 



d. h. 

(11) r-QlQi..'\d+l\,..Ql^. 

Hieraus folgt: 

;l „Durch Fr = ist ein iTijVJi^' dargestellt, dessen Bäume 

l R2r-i den JK:f*+^^ nach nullvarianten Kf''-^^ schneiden." 

Ist Fr^O, SO schneidet jeder JKsr-i den Ka nach 
:| einem nullvarianten Kf*'~^^ , wir sagen, der Ka ist „speziell 

; vom Grade r ". So schneidet insbesondere jeder B^ den Ka 

j nach einem speziellen Kf\ wenn 

:| (12) F^ = 7tl.nl. ^0 

i ist. Wir wollen den Ka dann „speziell" nennen. Statt 

! „speziell vom Grade 2 " sagen wir somit einfach „speziell". 

I Bei Fr^O ist r ^ 2 anzunehmen, da sonst für r = 1 

überhaupt kein Ka vorliegt, denn es wäre aj* = . Da 
man statt J auch Fj^+i setzen kann, so können wir auch 

j{ sagen: der nullvariante Komplex ist speziell vom Grade 

! (&+1). 

1 Zu bemerken ist, daß Fr^O auch F^+i ^ , Fr+2 ^ , 

! . . . , J ^ nach sich zieht. Es gibt also ä analytisch 

ij verschiedene JIf*+^^ 
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Wir wollen fernerhin einen Kfj dessen B^ einen 
festen Bn^d-i schneiden, „speziell^^ nennen und sagen: der 
feste Bn-d-i ist sein „Leitraum". 

Wir werden sehen, daß diese Definition mit der oben 
für einen speziellen JT?*"^^* gegebenen in Einklang steht. 

Es sei 

also auch 

. /). = ist dann ein K^J^:^^^ und wir zeigen, daß dieser 
speziell ist. 

Durch einen Kf^'^^^ wird im Ä2*+i ^^^ Nullsystem er- 
zeugt. So entspricht z. B. einem Punkte y ein Eg* 

Daraus leitet man leicht ab, daß einem i22r-i(p^0 ®i° 
I^2k-2r+i entspricht ipit der Gleichung 

(13) 7ia^7n^7ic^...\2r\...Jt^'' Va^VvVf^ . . . 1 2r I . . . p^^ = 

oder, wenn wir allgemeiner für 2r = d + 1 setzen, so wird 
der dem Ä<f(p*'+^) im B^ durch einen JK^?^ zugeordnete Än-«j-i 

0rf = Jta' TTfe' . . . I (« + 1 I . . . ^«' • 2>a' 2>6' • . . I d + 1 I . . . Pn' = . 

Wir schreiben nun (P^ in der Form: 

A<Pd = (a'&'c^ . . w^Ti'»»-^ a^&; . . . I (i + 1 1 . . . n; 

und formen dies um, so daß in der EJammer die a' , V usw. 
zusammengestellt werden; man erhält dann eine Summe 
von Gliedern der Form 

(a'n'^c'^ . . . :7r'"-2»>i) ni^^-^-^plpl . . . | d - i + 1 1 . . . pj. , 

so daß wir also setzen können 

.(14) <?>rf = ^(a'2&'2...7i'«-2*+i)jrj;2*-''-ij?«....|(i-t + l|...p2'. 

Wenn wir hier unsere Formen F einführen, so können 
wir statt (14) auch schreiben: 

(15) 0d=^(r,).'K''''-'{rd.i^i)p . 



I 
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Die Grenzen für i sind hier: 

d + 1 



i^ 



2 

n + 1 



Wir setzen nun, um auf obigen Fall zurückzukommen, 
n = 2* + l, d = 2r — 1, dann wird 

% 

und die Grenzen für i : 

i^h + l . 
In 02r-i ^t also das erste Glied (i ein Maximum) 

J •Tip J^2r-k^l } 

das nächste 

usw. Da nun nach Voraussetzung Fr+i ^ ist, so wird 
das erste, nicht verschwindende Glied in <p2f-i für i = r 

Andere Glieder kommen dann aber überhaupt nicht vor 
und da (rj.)^ § gesetzt werden kann, so wird : 

l Da $2f-i = ein spezieller jBr?^*+/^ ist, so ist also auch 

l jTJ. « speziell. Der Leitraum ist ein B2h-2r+i init den 

' Koordinaten: 
I {a'y^...\r\.,.n'^)ijtin.,„n' 






Hieraus folgt nun z. B. , daß f ür J = der Komplex 
i:o*+i> Ti = speziell ist; die Größen 

sind dann Koordinaten einer Geraden, der Leitlinie von 
A = 0. 

Für jTg ^ ist der Ka selbst speziell, die Oi* sind Ko- 
ordinaten eines Rn-2* Daraus ergibt sich dual: 
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Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, daß 
die Größen «<* Koordinaten einer Oeraden sind, werden 
gegeben durch die Gleichungen 

(16) 7i:,^7ii^ = 
oder 

(16a) al7zlf-^ = 0, 

Diese Relationen sind also quadratisch in den anc . 

Wir gehen wieder von d aus; diese Form wird hier 

Durch Umformung vermindern sich die Exponenten immer 
um zwei Einheiten. Wir kommen also schließlich einmal 
auf folgende beiden Typen: 

r^ , . . {a""' h ey" d^\ . . 71^') Ä^Bjt^iCy, . . . il^ , 

Aus Ti wird, wenn wir die a weiter in die Klammer 
schaffen 

Tj . . . [a'^'-^^ey'd^' . . . jrO Vac^y-i^*-i • • • 

und wieder t^ , jedoch mit kleinerem 7% 5% ...,«' . In 
T3 kommt hff vor und gibt nach (3) umgeformt identisch 
ISTuU. Hieraus folgt dann sofort, daß, wenn wir setzen 

(17) alal...\lc--l\.,.al^a,^8i, 

jeder Ausdruck mit Ä«. identisch verschwindet. 

Wir haben uns nun noch mit dem Typus x^ zu be- 
fassen. Derselbe erledigt sich aber gleich, wenn wir be- 
denken^ daß durch Umformung immer einer der Exponenten 
ß\ y' y d' , . . . zum Verschwinden gebracht werden kann. 
Ist so z.B. y^ = 0, so treten die c in Cjt-i, Q' also in Sa* 
auf, d. h. die Form ist nach obigem Satze identisch Null. 
Bei n = 2 fc gibt es also keine Form ABC . Insbesondere 
existiert keine Invariante. 

Die einzigen Kovarianten ergeben sich somit durch 
einen Teil voix 0< z. B. durch 

(18) A=r, = alal...\i-li . . . €^J-^'^^ . 
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i ist hierbei der Grad in den aj*. Es muß hierbei 

also i^l sein. Für * = 1 erhält man den Ka selbst. 
i = 1c gibt de^ „Brennpunkt" 8 des Komplexes 

(19) ' Su' = 4ag. . . . I fe - 1 1 . . . aira^^ ^ 0. 

Ist Su^^O , so wollen wir den Ka halbspeziell nennen. 
Es gibt somit {h — 1) verschiedene Z?*' , welche durch 
Fi^O gekennzeichnet sind. Ist jT^ ^ , so ist auch Fi+j^ ^ . 
Ein R2div^^'^^)' , d<1cj schneidet den Ka nach einem Kf"^: 

1,27+1 • 

Hierbei erscheint der i^grf durch die (2d + 1) Punkte P» 
gegeben. Die 2d-dimensionalen Koordinaten |« des Brenn- 
punktes dieses Schnittkomplexes Z?* sind also: 

L = {a'n'^ ...\d\... m'ViPs...P«-,.P«,., P2. + 1) • 

Seine Gleichung im ^2* wird somit: 

2ui>^ . f« = {a'H'^ . . . ! d I . . . m'2p^2*-2d^/) _ q ^ 

Daraus ergibt sich der Satz: 

„Ist Fy ^ , so schneidet jeder i22(f+A) den Ka nach 
einem halbspeziellen Zi^*""^^) . 

Bei n = 2 fc wird durch einen Zf *^ ebenfalls ein Null- 
system erzeugt, dessen Verwandtschaftsgleichung (13) oder 
(14), (15) ist. Setzen wir für n und d in (15) 2Jfc und 
2r — 1 , so wird: 



0,r-i = ^{r^.'^;''-''r,r-i 



und die Grenzen für i werden: 

. 2fe + l 
d.h. 
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Ist nun 7^+1^0, so wird: 

d. h. es ist wie bei n = 2 fc + 1 der Satz giltig: 

„Ist Fr+i E= , so ist /"r = ein spezieller JBTijVii ; 

sein Leitraum ist ein Ä2ifc-2r-" 
So wird z. B. für rmax == fe : 
Ist r* = Ätt' ^ , so ist /i_i ein spezieller K^i^-s ^^^ 

hat als Leitraum eine Ebene mit der Gleichung 

Für rmin = 1 erhält man: 

Ist jTg ^ 71^' 7r|. ^ , so wird F^ ^ nl^ = ein spe- 
zieller Komplex mit dem Ä2*-2W*) als Leitraum. 

Die Bedingungen, daß die a^ Koordinaten einer Ge- 
raden sind, bleiben also dieselben wie im i^2*+i • 

Wenn wir den Kf^^jil^ = durch einen ^2d+i{v^^'^^) 
schneiden, wo 2d + 1^2Jc — l ist, so entsteht ein Kf''-^'^^: 

1,27+2 

dessen Invariante J ist: 

J = I aPl aP2 2>P3 &P4 • • ^P-id + l ^^2rf + 2 i 
A J = (a'25^2 . . . I d + 1 I . . . ^'2p/2*-2d-l) _ ^^^^ ^ 

Ein i^2d+i(P^**'*"^) schneidet also nur dann den Ka 
nach einem nullvarianten Kf^'^^'^, wenn der ^2^+1 dein 
^2iVi^rf+i = angehört. Dies gilt auch als Definition 
der Komplexe Ji = . 

Ist n = 2 fe + 1 , so schneidet ein E2d{p^^'^^) den 
jg^(2d+i)^^2 _0 nach einem K?'^^ Die 2d[-dimensionalen 
Koordinaten |« des Brennpunktes dieses Z^f"^ sind dann: 

seine Gleichung im ^2*+! wird somit: 

oder 

(20) (a'H'^ ... \d\... m^^p^^*+^-^^i^0 = O. 

Für.jHi^O schneidet jeder B^a Jiach einem halb- 
speziellen Kf'^. 
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4. Angemeines über Komplexinyariaiiten. 

Wir sahen, daß bei n=^21c + 1 der Oeradenkomplex 
eine Invariante J vom Orade {h + 1) in den aii hat. Eine 
andere Invariante, etwa von kleinerem Orade, ist nicht 
möglich, wie oben gezeigt wnrde. Es lassen sich allgemein 
über den niedrigsten Grad einer Komplexinvariante, d. h. 
einer Invariante eines Komplexes, Formeln aufteilen. Es 
sei ein ü:?> ^j+i _ q ^^^^ ^n^ _ q 

gegeben und J eine Invariante desselben vom Orade t 
in den Koeffizienten des JBlomplexes. J ist dann ein 
symbolisches Produkt aus Faktoren a^'. In dieser Dar- 
stellung erscheinen die Koeffizienten des Komplexes teil- 
weise gestrichen als aihi..,^ Viki.,,^ teilweise ungestrichen 
als a<ti..., hki...' 

Nehmen wir nun an, die Koeffizienten kommen t^-mal 
ungestrichen und v-mal gestrichen vor, dann ist offenbar 

(21) i - tg + V . 

Es sind dann {ia{n — d) ungestrichene und v(d + 1) ge- 
strichene Symbole in J enthalten, und da immer ein 
gestrichenes mit einem ungestrichenen Symbol in a^^ zu- 
sammen vorkommt, muß die Gleichung bestehen 

(22) ia(n-d)=v(d-f 1). 

Aus (21) und (22) folgen die Gleichungen 

{d + l)i 



(23) 



«« = 



v = 



n + 1 
(n — d)i 



n + 1 

Es müssen nun ia und v ganze Zahlen sein. Sind 
(d + 1) und (n + 1) , also auch {n-d) = {n + l)-(d+ 1) 
und {n + 1) relativ prim, so ist das kleinste i , imin nach (23) 

*min = W + 1 . 

Haben jedoch (d + 1) und (n + 1) einen gemeinsamen, 
größten Teiler m, so ist 

. j n + 1 
m 
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Man* sieht schon aus diesem einfachen Beispiel, daß 
eine allgemeine Theorie des E^S^ sehr viel mit Zahlen- 
theorie zu tun haben wird, insoferne sie überhaupt mög- 
lich ist. 

Für den Kf wird aus (23) 



«« = 



n + 1 
n-1 . 



^--.r+i* 



Ist n = 2 fc + 1 , so wird 



2 



2*4-2 fc + 1' 



2Jc . lei 

V = ^, . ^ t = 



2fc + 2 fc + 1' 

also imin = fc + 1 ; tatsächlich war J vom Orade fc + 1 
in den aik . Beim K^S^ sind die Orade etwa vorhandener, 
anderer Invarianten ein Vielfaches von imin; somit sind 
dies beim Xf*"*"^*, da nur J existieri}, Potenzen von J . 
Ist n = 2 fc , so ist tmin = 2 fc + 1 , die dazugehörige 
Invariante ist Äj^ ^ . 



VII. Abschnitt. 

Der R^ als Komplexranm. 

1. Die quadratischen JBn-i im -Kn* 

Wir wollen eine solche Punktmenge kurz mit Q be- 
zeichnen. Ihre Gleichung ist, wenn die a' jetzt gewöhn- 
liche n-dimensionale und zweifältige Symbole sind: 

(1) Q = a'^ = 0. 

Q wird von einem Rdij?^'^^) ? der durch die Punkte 
Pi, P2 , . . ., Pd+i gegeben ist, nach einem quadratischen 
^d-i^' geschnitten. Sind Xi i^-dimensionäle Koordinaten 
im Bdj so wird die Gleichung von Q' im JK^: 

(2) Q' = Sx^i a^^ + 2 2xiXi, a'p. a'p^ = 0. 

Ist die Diskriminante von Q 

(3) A=:(a'h\,. \n + l\...m'ny 

gleich Null, so enthält ü einen singulären Punkt, dessen 
Koordinaten sich aus den n von den (n + 1) Gleichungen 

(4) a^ai^O 
ergeben. 

Wir wenden dies nun auf den durch (2) gegebenen 
Schnittraum Q' an. Die Diskriminante A' von fl' wird 

(5) A'^{ai.^ypyp^...\d+l\...mi>^JK 
Nun ist aber 

= (a' . . . m\d+i) 

= Va'VvVe I (^ + 1 I . . . Pm' . 
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Ist J^'=0, SO sagen wir: der B^ „berührt" fl; man erhält 
also die Gleichung von ü in Eanmkoordinaten jr^+^ in 
der Form 

(6) ßd+i^:^a^:^d 1^+1 I "*^m"Qa'Qb ä+1 ...gwr = 

oder auch 

(6a) (ji'''-^a'b\..\d+l\...m'){Q'''-^a'y...\d+l\.,.m')==0. 

Q erscheint hier als besonderer, quadratischer Kom- 
plex Js:s'^ 

Wir gehen nun rasch die verschiedenen Ausartungen 
durch, die fl als Punktgebilde darsteUen kann. Sie sind 
analytisch gekennzeichnet durch das identische Ver- 
schwinden der Formen fl^. Es gilt der Satz: 

„Ist flrf^O, so enthält ß einen singulären Rn-d] 
flrf_i = wird ein vollständiges Quadrat und stellt diesen 
singulären Rn-d doppelt dar." 

Nehmen wir an fl^ ^ . Dann bestehen offenbar 
die Gleichungen 

(7) (aV...|(^+l|...m%^..(a^&\..|(g+l|...m%;?y... = 0. 

Diese Größen sind aber nichts anderes als die 
{d + 1) reihigen Minoren in 

A = (n + 1) ! I a^i I . 

A ist daher vom Eange d^ wenn vorausgesetzt ist, 
daß Qd-i nicht identisch verschwindet. 

Ist flrf ^ , so ist natürlich auch jedes ü^^i ^ . 
Wir nehmen nun zur Bestimmung des singulären R^_d 
d von den (n + 1) Gleichungen (4), die wir der Allgemein- 
heit wegen in der Form 

aiap< = (i = l, 2, ..., d) 

schreiben, da die Auswahl beliebig ist. 

Durch jede dieser Gleichungen ist ein Rn-i dargestellt. 
Diese dRn-i schneiden sich in einem JKn-dCp""**'^^ = p'^) j 
dem singulären Rnld- Seine Koordinaten sind 

^Vihi... = (a'h'c' . . . |(^| . . . m')ii,i,,ap.apj^ " ^Pm 

= ^-j(ä'5'... \d\ ... m')ai„,(pa'(pb \d\ •^.(pm' . 
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Hier sind die q^m,,, willkürlich; X kann als von MTnll ver- 
schieden durch Paßy... ersetzt werden, dann ist auch 

'^Piki...QaßY... = (a'6' • • • l^i • • • ^0<tr..(^'^' • • • w')«;jy... . 
Dies gibt aber durch Multiplikation und Summierung 

somit ist auch der zweite Teil des obigen Satzes bewiesen. 
Setzen wir A = ßn-iy so sind die Ausartungen von 
ß durch nur eine der Oleichungen 

gegeben, was {n — 2) verschiedene Fälle gibt. Ist flg = , 
so ist a'J^ = ein vollständiges Quadrat und Q ist ein 
doppelter JKn-i» 

2. Der quadratische JS4 im JB^. 

Es gibt im R^ oos Kf und im R^ ebenso viele Punkte. 
Dies ermöglicht, die Oeometrie der Kf als fünfdimensionale 
Eaumgeometrie zu behandeln, Jeder Punkt des B^ re- 
präsentiert dann einen Kf. 

Ein Kf ist speziell, wenn er einem bestimmten 
Komplexsystem 2, Ordnung, dem früher (Abschnitt TL) 
genannten „identischen" System angehört. 

Ein Punkt des R^ , welcher einen speziellen Ef^ dar- 
stellt, wird daher einem bestimmten, quadratischen R^ 
im £5 angehören. Ist dessen Oleichüng 

so wissen wir, daß die Diskriminante {a'V c'd'e'Y von 
Null verschieden ist, da sie auch beim identischen System 
nicht verschwindet. 

Wir skizzieren nun kurz die verschiedenen Lagen 
einer Geraden, Ebene und eines JBg zu ^. 

Eine Gerade p* = (a?y) schneidet F in zwei Punkten 

Sie liegen harmonisch zu x und ^, wenn 

Ry '-^ Ox ^ ™" 

ist. Ist y gegeben, so nennen wir Ry den Polarraum 
von y. 
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Pxi und P^ fallen zusammen, wenn 

ist. p2 berührt dann F und die Gleichung von F in 
Linienkoordinaten ist 

7ta' ny ^a' ^ft' = . 

Ist a^^ 5^ , Äy^ ^ , a^a^ ^ , so werden die P^« 
unbestimmt, p^ liegt ganz in F und ist „erzeugende 
Gerade" von F . Wir haben also drei Fälle von ver- 
schiedenen gegenseitigen Lagen einer p* zu ^. 

So wie zu jedem Py ein Ry konjugiert ist, so gehört 
auch zu jeder p^ ein konjugierter B^ . 

Liegt y auf F , so geht By durch y und „berührt" 
F in y j wir nennen dann auch By den „Tangential-jR^" 
von y an ^ . By schneidet F nach einer vierdimensionalen 
quadratischen Fläche; diese wird ein Kegel mit der Spitze 
in y, wenn y auf l' liegt. Ein Tangentialraum schneidet 
also F nach einem vierdimensionalen Kegel. 

Der Polar-JRg (2)*) von p^ schneidet F nach^einer drei- 
dimensionalen, quadratischen Fläche (pp*. Berührt p^ F , 
so schneidet der B^(p^) die Gerkde p^ im Berührungs- 
punkte y. (pp% wird ein Kegel mit der Spitze y. Ist 
p'^ erzeugende Gerade von F, so enthält B^(p^) p^ ganz 
und (pp* ist ein Ebenenpaar mit der Achse p^ . Die Ebenen 
dieses Paares liegen ganz in ^ , sie sind „erzeugende 
Ebenen". 

Hiermit haben wir auch die verschiedenen Lagen 
eines B^(q^) zu F absolviert, q^ schneidet entweder F 
nach einer allgemeinen dreidimensionalen Fläche 2. Ord- 
nung (p oder berührt F , d.h. (p ist ein Kegel, oder drittens 
p* schneidet nach einem Ebenenpaar. 

Eine Ebene p^ schneidet F nach einem Kegelschnitt co . 
Dieser zierfällt in ein Geradenpaar, wenn p^ F berührt, 
oder für • 

Die zu p^ im Polarsystem von F konjugierte Ep^ 
schneidet in diesem Falle p^ selbst und der Schnitt- 
punkt y ist identisch mit dem Berührungspunkt von p^ 
oder mit dem Scheitel des Linienpaares. Endlich k9,nn 
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p^ ganz in F liegen, also erzeugende Ebene sein. Ep» 
fällt dann mit p^ zusammen. 

Es] gibt drei verschiedene Paare von erzeugenden 
Ebenen ä' und ß^ . 

1. Ä* und ß^ schneiden sich überhaupt nicht. Es 
seien p* und q^ zwei erzeugende Oerade. -ßsCP*) ^^^^ 
B^iq^) schneiden sich in einer Greraden A*, welche F in 
Pj und Pg trifft. R^ip^) und B^{q^) schneiden F nach 
den Ebenenpaaren (1, 2) und (3, 4). 

Pj und Pg mit p^ und q^ verbunden gibt vier er- 
zeugende Ebenen, welche mit den obigen vier der zwei 
Paare identisch sind. Gibt nun z. B. P^ mit p^ und q^ 
verbunden die Ebenen 1 und 3, Pg mit p* und q^ ver- 
bunden 2 und 4, so können sich 1 und 4 oder 3 und 2 
nicht schneiden, da ihr Schnittpunkt auf A^ liegen müßte. 

2. Ä^ und ß^ haben einen Punkt gemeinsam. Dies 
ist z. B. bei den obigen Ebenen 1 und 3 der Fall. 

3. a* und ß^ schneiden sich nach einer Oeraden 
(liegen in einem B^). Dies ist bei den obigen Ebenen 1 
und 2 der Fall. 

Nachdem wir so die möglichen Lagen der linea^ren 
Bäume zu ^ durchsprochen haben, wollen wir einige Sätze 
aus dem B^ ins Komplexgebiet des Ä, übertragen. Wir be- 
dienen uns hierbei der früheren Bezeichnung (Abschnitt II). 
Einen speziellen Komplex ersetzen wir, wo es der Sprach- 
gebrauch erlaubt, durch seine Achse. 



3. Der Komplexraum. 

Punkt y, linearer Komplex Kf, 

Oerade p*, Komplexbüschel, 

Ebene g^, Komplexnetz, 

Baum 1^(9^)9 Komplexgebüsch, 

Baum Ä4(t?0f Komplexebene, 

^ ^ a«* = , identisches Komplexsystem, 

^ ai* = , Komplexsystem 2. Ordnung, 

Schnitt von F und , quadratische Komplex, 

Punkt auf jP, Gerade, 

Zwei konjugierte Punkte. Zwei Komplexe in Involu- 
tion. 
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Es gibt drei yerschiedene 
Lagen einer Oeraden zu J^ : 

1. p^ liegt allgemein und 
trifft F in zwei getrennten 
Punkten. 

2. p^ trifft F in zwei zu- 
sammenfallenden Punkten, 
oder p^ berührt F. 

3. p^ liegt ganz in Fy 
d. h. jeder Punkt von p^ ge- 
bort i* an, p2 igt erzeugende 
Gerade. . 

Zu jedem Punkte y ge- 
hört ein Polar -E4 als Ge- 
samtheit derjenigen Punkte, 
welche zu y konjugiert sind. 

Liegt y auf F^ so berührt 
der Polar-i?4 F. 



Zu jeder Geraden p^ ge- 
hört ein konjugierter B^ (p*) , 
welcher F nach einer drei- 
dimensionalen, quadrati- 
schenPunktmenge schneidet. 
Die Punkte dieser Schnitt- 
fläche sind konjugiert zu den 
Punkten von p^. 



Berührt p^ F, so berührt 
auch der R^{p^)F und schnei- 
det j)^ im Berührungspunkte. 



Ist p^ erzeugende Gerade, 
so enthält 2^(p*) p^ ganz. 



Es gibt drei verschiedene 
Büschel: 

1. Das Büschel ist all- 
gemein und enthält zwei 
spezielle Kf mit getrennten 
Leitlinien. 

2. Im Büschel fallen die 
beiden speziellen Kf zusam- 
men, oder das Büschel ist 
speziell. 

3. Jeder Komplex des 
Büschels ist speziell, das 
Büschel ist Singular. 

Zu jedem Kf^ gehört eine 
Polarkomplexebene als Ge- 
samtheit derjenigen Kom- 
plexe, welche mit dem Kf 
involutorisch liegen. 

Ist der Kf speziell, so be- 
rührt die Polarkomplexebene 
das identische System 2, Ord- 
nung. 

Zu jedem Büschel gehört 
ein „ergänzendes" Komplex- 
gebüsch, welches 00« spezi- 
elle Komplexe enthält. Die 
Achse eines jeden solchen 
speziellen Komplexes gehört 
allen Komplexen des Bü- 
schels an. Diese Geraden 
bilden also die Kongruenz 
des Büschels. 

Ist das Büschel spezieil, 
so ist auch das ergänzende 
Gebüsch speziell und hat mit 
dem Büschel einen speziel- 
len Komplex gemeinsam. 

Ist das Büschel Bingulär, 
so ist es ganz in seinem er- 
gänzenden Gebiet vorhanden. 

Vi* 
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Alle diese Beziehungen lassen sich natürlich auch dual 
aussprechen, was wir hier jedoch unterlassen. 



Eine Ebene p^ schneidet 
F nach einem Kegelschnitt. 



Alle Punkte, welche zu 
jedem Punkt von p^ konju- 
giert sind, liegen in der zu 
p^ konjugierten Ebene Ep». 
Diese schneidet F nach 
einem Kegelschnitt und je- 
der Punkt desselben ist kon- 
jugiert zu den Punkten von 
p^. 

Dem Schnittkegelschnitt (p 
von p^ iBt der von Ep» xp so 
zugeordnet, daß durch den 
einenKegelschnittder andere 
bestimmt ist. Die Tangen- 
ten an <p oder \p , welche in 
j)3bzw. JEfp« liegen, sind keine 
erzeugenden Oeraden von F. 



Die speziellen Kf eines 
Komplexnetzes bilden eine 
einfach-unendliche, quadra- 
tische Menge. Es erscheint 
somit hier eine Eegelschar 
einer Fläche 2. Ordnung als 



Kegelschnitt 
bildet. 



im E5 . abge- 



Alle Kf, welche zu allen 
Kf des Netzes N invöluto- 
risch liegen, bilden das „er- 
gänzende^ ' Netz von N . Die- 
ses bestimmt durch die 
Achsen seiner speziellen Kf 
eine Begelschar und jede Er- 
zeugende derselben ist in 
allen Kf des Netzes vor- 
handen. 

Die zwei erzeugenden 
Scharen 8^ und 8^ sind ein- 
ander derart zugeordnet, daß 
durch die eine die andere 
bestimmt ist. Die Büschel, 
welche in 8^ oder 8^ ent- 
halten sind, sind niemals 
Singular, d. h. zwei Erzeu- 
gende derselben Schar haben 
niemals einen Punkt gemein- 
sam. 



Jede Erzeugende von 8^ 
schneidet jede Erzeugende 
von 89 . 



Jeder Punkt von q: mit 
jedem von xp verbunden gibt 
eine erzeugende Gerade von 
F. 

Nennen wir (p und xp konjugierte Kegelschnitte auf 
jP, so wird dann durch ein solches Paar eine Fläche 
2. Ordnung und Klasse im R^ abgebildet. Die Geometrie 
der Eegelscharen im B^ ist also auf die Geometrie der 
Ebenen im B^ zurückgeführt. 



3. Der Komplexraum. 



181 



Haben zwei Komplexnetze 
einen Komplex gemeinsam, 
so haben auch die ergänzen- 
den ISTetze eine Kf gemein- 
sam; diese zwei Kf liegen 
involutorisch. 

Hat das ISTetz mit seinem 
ergänzenden einen Kf^ ge- 
meinsam, so wird das ISTetz 
Singular. 

Ist jeder Komplex des 
Netzes speziell, so fällt das 
ISTetz mit seinem ergänzen- 
den zusammen. 

Es gehören dann alle speziellen Komplexe demselben 
Feld oder Bündel an. Im B^ gibt es hierfür keine ana- 
lytische Untersuchung, da durch eine erzeugende Gerade 
sowohl ein Punkt als auch eine Ebene abgebildet wird. 
In F gibt es drei verschie- Die singulären Netze kön- 
dene Paare von erzeugenden nen auf drei Arten zu Paaren 



Schneiden sich zwei Ebe- 
nen, so schneiden sich auch 
ihre konjugierten. Die zwei 
Schnittpunkte sind konju- 
giert. 

Schneidet p^ ihre konju- 
gierte Epi , so berührt p^ F. 



Fällt p^ mit Epi zusam- 
men, so ist p^ erzeugende 
Ebene von F. 



Ebenen: 

1. Zwei Ebenen schneiden 
sich nicht, d. h. sie haben 
keinen Punkt gemeinsam. 



2. Zwei Ebenen haben 
einen Punkt gemeinsam. 

3. Zwei Ebenen haben eine 
erzeugende Gerade gemein- 
sam. 



geordnet werden: 

1. Ein Feld und ein Bün- 
del, dessen Zentrum nicht 
der Ebene des Strahlenfeldes 
angehört, haben keine Ge- 
rade gemeinsam. 

2. Zwei Felder oder zwei 
Bündel haben eine Gerade 
gemeinsam. 

3. Ein Feld und ein Bün- 
del, dessen Zentrum in der 
Ebene des Feldes liegt, haben 
ein Strahlenbüschel gemein- 
sam. 

Wir woUen mit diesen Sätzen hier abbrechen. Durch 
die Scheinvorstellungen im B^ läßt sich leichter operieren 
wie im Komplexgebiet des B^ ; obige Sätze lassen dies 
zur Genüge erkennen. 



VIII. Abschnitt. 
Die analytische Geometrie. 

1. Die Grundlagen. 

Es soll in folgendem der Zusammenhang zwischen 
Symbolik und dem Koordinatengrundbegriffe der ana- 
lytischen Geometrie gezeigt werden. Die obigen Abschnitte 
setzten den Begriff der Koordinaten von Punkt und Rn-i 
ohne weiteres voraus; wir verzichten nun auf diese Voraus- 
setzung und zeigen, daß man die Symbolik direkt be- 
gründen kann, nur von den geometrischen Elementar- 
gebilden allein ausgehend. Es soll jedoch hier nicht gleich 
mit einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeitslehre begonnen 
werden, sondern wir nehmen denselben Weg, nach welchem 
die Entwicklung der Geometrie des E« verlaufen ist, 
d. h. wir beginnen beim Einfachsten. Zudem beschränken 
wir uns vorläufig auf ein, unseren Sinnen direkt zugäng- 
liches, oder wie wir sagen wollen, „endliches" Gebiet. 
Der Grenzbegriff oo der Mathematik wird jedoch ohne 
weiteres vorausgesetzt. 

Die Erfahrung liefert uns die vulgären Begriffe: 
Körper, Oberfläche, Linie und Punkt. Aus diesen ergeben 
sich durch weitgehende Abstraktion die geometrischen 
Begriffe: Eaum, Fläche, Linie und Punkt. Der Punkt 
erscheint uns als einfachstes Eaumelement und kann zur 
Erzeugung von Linien, Flächen und Körpern heran- 
gezogen werden. Man kann dann auch eine Linie, Fläche 
und einen Körper (Eaum) als stetige Menge von 00^,00^ 
und öo3 vielen Punkten definieren. 

Unsere Umgebung als Ganzes, mit Einschluß des 
eigenen Körpers, nennen wir Eaum im allgemeinsten 
Sinne. In diesem sind uns durch unseren Körper drei 
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physiologisch verschiedene Bichtungen gegeben: rechts — 
linto, oben — unten, vorne — hinten. 

Wir drücken dies aus, indem wir sagen, daß unser 
Baum dreidimensional ist. Demgemäß nennen wir eine 
Fläche einen zweidimensionalen, eine Linie einen ein- 
dimensionalen Baum. Um konsequent zu sein, sagen wir 
weiter, der Punkt ist nulldimensional. 

Wir definieren nun drei fortwährend angewendete 
Begriffe: 1. das „Ineinanderliegen'S 2* ä^ „Bestimmtsein'' 
und 3. das „Sichschneiden'' von geometrischen Elementen 
(Punkte, Linien und Flächen). 

1. Wir sagen, ein Punkt liegt auf einer Linie oder 
Fläche, oder auch, die Linie oder Fläche geht durch einen 
Punkt, wenn dieser in der durch die Linie oder Fläche 
gegebenen Punktmenge enthalten ist. 

Eine Linie liegt dann in einer Fläche, wenn jeder 
'tunkt der Linie in der Fläche liegt. 

2. Wir sagen, eine Fläche ist bestimmt, wenn ein 
Punkt, der ihr angehören soll, nicht ganz willkürlich in 
der dreifach unendlichen Menge von Punkten im Baume 
gewählt werden darf. 

Ebenso ist eine Linie bestimmt, wenn ein Punkt, der 
ihr angehören soll, nicht ganz willkürlich in der zweifach- 
unendlichen Menge von Punkten einer durch die Linie 
gelegten Fläche gewählt werden darf. Wodurch dieses 
Bestimmtsein erreicht wurde, ist an sich gleichgültig. 

3. Wir sagen, zwei Flächen, zwei Linien oder eine 
Fläche und eine Lini§ schneiden sich, wenn sie mindestens 
einen Punkt miteinander gemeinsam haben. 

Wir hätten somit die allgemeinsten Begriffe von 
den Lagebeziehungen der geometrischen Oebilde auf- 
gestellt und gehen nun zu den einfachsten dieser Ge- 
bilde selbst über. Es ist klar, daß durch von uns ge- 
schaffene Begriffe allein noch keine geometrische Diszi- 
plin entstehen kann. Erst durch Erfahrungstatsachen 
wird eine reelle Grundlage gewonnen. Wir können daher 
zweierlei geometrische Sätze unterscheiden: 1. solche, welc];^e 
unmittelbar der Erfahrung entnommen sind, 2. solche, cÜe 
wir aus ersteren mit Hilfe unserer Denkgesetze ableiten. 
So sind z. B. die Sätze 1, 2, 3 von der ersten Art, 
4, 5, 6, 7, 8 von der zweiten. (Vgl. unten.) 
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Die Erfahrung führt zu folgenden Sätzen: 

1. „Es gibt Linien, welche durch zwei Punkte voll- 
kommen bestimmt sind." Solche Linien nennen wir 
„Gerade**. 

2. „Es gibt Flächen, die durch drei, nicht auf einer 
Geraden liegende Punkte vollkommen bestimmt sind." 
Solche Flächen nennen wir „Ebenen". 

3. „Wenn sich zwei Ebenen schneiden, d. h. wenn sie 
einen Punkt gemeinsam haben, so geschieht dies nach 
einer Geraden." 

Aus diesen drei Sätzen ergibt sich nun leicht, wobei 
wir die Beweise auslassen: 
Aus 1: 

4. „Wenn sich zwei Gerade schneiden, so geschieht 
dies nur in einem einzigen Punkt." Weiter: 

5. „Liegen zwei Punkte Pj und Pg einer Geraden g ^ 
in der Ebene E, so liegt jeder Punkt von ^ in ^, also 
liegt g ganz in Jß7." 

6. „Zwei sich schneidende Gerade liegen in einer 
Ebene." 

7. „Wenn eine Gerade eine Ebene schneidet, so ge- 
schieht dies nur in einem einzigen Punkte." 

8. „Drei sich schneidende Ebenen haben nur einen 
Punkt gemeinsam, wenn sie nicht durch dieselbe Gerade 
geben." 

2. Die Symbolik. 

Nachdem wir so die bei allen geometrischen Unter- 
suchungen und Konstruktionen unentbehrlichen Ebenen 
und Geraden definiert und deren einfachste Lagebeziehungen 
erörtert haben, gehen wir zur Hauptaufgabe über. Diese 
besteht in der Herstellung des Zusammenhanges von 
Geometrie und Mathematik, d. h. in der Anwendung der 
Eechenoperationen auf geometrische Gebilde. Die (be- 
schichte der Geometrie, sowie schon das Wort „Geometrie" 
zeigt, daß diese Wissenschaft sich eben durch Verwertung 
mathematischer Begriffe, insbesondere des Zahlbegriffes, 
auf geometrische Anschauungsformen entwickelt hat. Das' 
„Messen" von Bäumen, Flächen und Längen bietet ja 
unmittelbar praktisches Interesse, wogegen die Unter- 
suchung von Lagebeziehungen allein, die „Geometrie der 
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Lagers sich erst dem Forscher als !N^otweiidigkeit aufdrängt. 
In den meisten Lehrbüchern, durch welche der Anfänger 
in die Oeometrie eingeführt wird, ist ja noch derselbe Weg 
eingehalten; der Schüler wird gleich mit Begriffen wie 
„Strecke", „Winkel", „Messen" usw. vertraut. Es ist dies 
ganz natürlich, da sich diese Begriffe auf die unmittelbare 
Anschauung gründen, wogegen die Objekte der projek- 
tivischen Geometrie gewissermaßen abstrakter erscheinen 
und ihre Handhabung wissenschaftliches Denken erfordert. 

Wir wollen nun in folgendem ohne jedwede metrische 
Grundlage die „analytische Geometrie" begründen. Und 
zwar beschränken wir uns vorläufig auf die Ebene, von 
welcher sich die Eesultate leicht auf den Eaum übertragen 
lassen. Die weitere Ausdehnung auf n Dimensionen ist 
dann eine theoretische N^otwendigkeit. 

Wir knüpfen an eine schon oben verwendete, dem 
abgekürzten Sprachgebrauche entnommene Bezeichnungs- 
weise an und ordnen jeder Gefaden und jedem Punkt 
einen Buchstaben, etwa g und P, zu. Um von ver- 
schiedenen Geraden sprechen zu können, hängen wir 
an g noch einen Index an, so daß wir also von Geraden 
9ii 92 j • • • ? 9% ^^^ von Punkten P^ , Pg , . . . , P» reden. 

Wir haben über die Symbole g und P keinerlei Voraus- 
setzung gemacht, können daher die Annahme machen, 
daß sich mit ihnen wie mit algebraischen Größen, d. h. wie 
mit den Symbolen, die in der Buchstabenrechnung ver- 
wendet werden, rechnen läßt. Es hat dies jedenfalls auf 
gegebene, geometrische Gebilde (Gerade, Punkt), welche 
durch diese Buchstaben bezeichnet sind, gar keinen Ein- 
fluß, da ja eine Eechenoperation mit Geraden oder Punkten 
als Eaumgebilden vollständig sinnlos ist. Erst dann, wenn 
wir irgend einer Eechenoperation einen bestimmten, 
geometrischen Sinn beilegen, läßt sich das Eechnen mit 
den Symbolen in die geometrische Anschauungsweise über- 
tragen. Dann erst werden sich auch Beziehungen, welche 
die Eechnung mit den Symbolen liefert,' in die Sprache 
der Geometrie umsetzen lassen und einen geometrischen 
Satz bedeuten. 

Am einfachsten geschieht dies nun folgend: 

Betrachten wir einen Punkt Po und eine Gerade g^. 
Bezüglich der gegenseitigen Lage von Po und g^ ergeben 
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sich zwei und nur zwei Möglichkeiten: Pq liegt auf ^^ 
oder Po liegt nicht auf g^. Die erstere Möglichkeit, 
^^nämlich daß Pq auf g^ gelegen ist, drücken wir nun 
durch eine Gleichung aus", indem wir schreiben 

9io = 0, 

d. h. wir hängen den Punktindex „0" als zweiten Index 
an g^ und setzen das Symbol ^^o gleich N^ull. 

Die Gleichung ^^o ^ drückt dann die geometrische 
Tatsache aus, daß Po auf g^ liegt; es ist jedenfalls nur 
eine andere Eedeweise, wenn wir sagen, g^ geht durch Po . 
Dies drücken wir analog durch 

aus. Hieraus ist der duale Charakter unserer Schreibweise 
ersichtlich. 

Auf einer Geraden gibt es nun ooi viele Punkte. Um 
auch dies durch eine Gleichung zu fixieren, lassen wir im 
Symbol g^Q den zweiten Index „0" weg, welcher einen 
speziellen Punkt Po auf g^ anzeigt, und schreiben 

9i = 0. 

Wir können dann sagen, dies ist die „Gleichung der 
Geraden g^ , welche so durch ihre sämtlichen Punkte dar- 
gestellt erscheint." 

Es seien nun g^ und grg zwei sich im Punkte P© 
schneidende Gerade, so daß also 

gio = und g2o = 
ist. Dann ist aber auch der Ausdruck 

9b0 ^ fl'lO ^ 0^20 

identisch Null. 

Die Gleichung 0^3 = oder ö'i — A^g = stellt daher 
eine Linie dar, von der nur verlangt wird, daß sie durch 
einen gegebenen, Punkt Po geht. 

In ö^i — A ^2 = kommt nun ein einziger Parameter l 
vor; wir können daher die Jjimegi—Xg2=0 einer Bedingung 
unterwerfen, z. B. daß sie durch einen gegebenen Punkt Pi 
geht, der nicht auf g^ oder g^ liegt, so daß 

9u^0, 921^0 
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ist. Dann muß aber g^i = gu — A^g» ^ sein, d. h. 

92i 

und eingesetzt wird die Gleichung von g^ jetzt 

Darin kommt nun keine unbestimmte Größe mehr 
vor, wie früher A . Es sind in der Gleichung nur Symbole 
von wirklich vorhandenen Punkten und Geraden vor- 
handen. Dies erreichten wir durch die Bedingung, daß g^ 
außer durch Pq auch durch Pi geht, g^ war dann be- 
stimmt, ist somit auch eine Gerade. 

Wir haben daher den Satz: 

„Sind g^ und g^ zwei sich schneidende Gerade, so 
ist durch die Gleichung fl^i — A ^g = , wo A ein aus 
Symbolen gegebener, geometrischer Elemente zusammen- 
gesetzter Ausdruck ist, eine durch den Schnittpunkt von 
gfj und g^ gehende Gerade dargestellt." 

A als arithmetische Zahl zu denken, hätte vorläufig 
noch gar keinen Sinn, da wir in unseren Gleichungen bis 
jetzt nur Symbole von wirklich vorhandenen Punkten und 
Geraden verwenden; erst weiter unten werden wir an- 
deuten, inwieweit sich diese Symbole durch Zahlen er- 
setzen lassen. 

Der obige Satz ist auch umkehrbar: 

„Jede durch den Schnittpunkt von g^ und g^ gehende 
Gerade läßt sich durch eine Gleichung flTi — A gfg = dar- 
stellen." 

Man braucht auf der darzustellenden Geraden nur 

einen Punkt P< anzunehmen, so ist dann A = — . 

92% 

Duale Betrachtungen kpnnen natürlich ebenso durch- 
geführt werden. P^ — A Pg = ist dann die Gleichung 
eines Punktes auf der Geraden P1P2 usw. 
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3. Die analytisehe Geometrie. 

Wir nehmen nun drei sich in PijP2j P3 schneidende 
Gerade g^ , g^ und g^ an. P^ sei ein Punkt, der auf keiner 
der drei Geraden liegt. 

Durch Pi und P^ , sowie durch P< und Pg ist je eine 
Gerade y^ und 72 bestimmt; deren Gleichungen sind nach 
obigem : 



(1) 



n 



^ 


92 

9ai 


9b 

93i 


= 0, 


— 


9s 


9i 


= 0. 




9si 


9u 





Yi und ^2 schneiden sich in P<. 
Ist nun P]^ ein weiterer, nicht auf gi , grg oder g^ 
liegender Punkt, so wird die Gleichung der Geraden PiPjt : 



(2) 



71 



y2k 



72-0 



Setzen wir hier die Ausdrücke für y^ , y2 und 



yik 



92k 9Bk 



Y2k 



9sk 
9bx 



9ik 



ein, so erhalten wir die Gleichung der durch die zwei 
Punkte Pi und P|. bestimmten Geraden 



(3) 



9i 
9u 

9lk 



92k 93k 



= 



Wir können nun das Dreieck g^ g^ g^ das Koordinaten- 
dreieck und die Symbole ^i^, g2i, gsi die Koordinaten 
von Pi nennen. 

Aus (3) ergibt sich dann sofort die Bedingung, daß 
drei Punkte auf einer Geraden liegen 



0. 



9ii 


9ii 


9u 


9ii 


9ik 


9Bk 


9u 


9n 
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Wir schreiben nun statt der Symbole gu, Qii, g^i 
die Buchstaben x^, x^, x^ und sind hierdurch auch formell 
mit den gewöhnlichen, homogenen .Dreieckskoordinaten in 
Übereinstimmung. 

Wir hätten somit die Aufgabe erledigt, irgend eine 
projektivische Konstruktion in mathematische Formeln 
einzukleiden. Zu berücksichtigen ist dabei nur folgendes: 
Unsere bisherigen Oleichungen haben nur dann einen 
geometrischen Sinn, wenn es sich stets um Symbole 
wirklich vorhandener Punkte und Geraden handelt. 

Der weitere Ausbau der analytischen Geometrie in 
der bisher behandelten Art hat weiter keine Schwierigkeit. 
Hervorzuheben wäre noch, daß die Begriffe wie „Doppel- 
verhältnis", „Transformation" usw. der projektivischen 
Geometrie sich ohne weiteres auf unsere Symbolrechnung 
anwenden lassen. Ebenso ist der Übergang zum drei- 
und mehrdimensionalen Eaum leicht durchzuführen. 

Die Definition der Koordinaten der B^ im B^ erfolgt 
durch die. Determinanten einer Matrix, genau so wie oben. 
(Abschnitt IV.) Diese Koordinaten werden dann durch 
Komplexsymbole dargestellt, welche vereinigt wirkliche 

Zahlen piki... geben. Zwischen diesen (^Ti) Koordi- 
naten Piki... bestehen aber eine Eeihe von- Identitäten, 
da es im Eaume B^ nur (n — d) (d + 1) Eäume B^ gibt. 
Diese Identitäten sind für den B^ , Ä^ und B^ gegeben 
worden. Läßt man diese Identitäten zwischen den Piu,,, 
gänzlich fallen, so kann man die pm,,, als Koordinaten 
des K^nLd-i auffassen, der durch n^'^'^'^ = gegeben er- 
scheint. 

Man kann aber auch den Komplex Xg*-*^ im Bn als 
Eaumgebilde auffassen und mit ihm operieren. Seine 
Koordinaten lassen sich dann ebenfalls symbolisch leicht 
darstellen und stehen gewissermaßen in der Mitte zwischen 
den Piki..., welche Koordinaten eines Ba im B^ sind und 
jenen Piki..., welche Koordinaten eines K^"La-i sind. Ein 
Beispiel wird dies näher erläutern. Ein Kf ist im B^^ ge- 
geben durch einen K^^^ und einen schneidenden B^{v'). 
Passen wir den Kf im B^^ als Eaumgebilde (lineares) auf, 
so sind dessen Koordinaten im Ä^ die Determinanten Qi^i 
der Matrix 
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Also z. B. 

Die an sind hierbei die Koordinaten eines iTj^, dessen 
Schnitt mit v^ eben der darzustellende Kf^ im A4 ist. 
Die Qiii haben also die Form von Ebenenkoordinaten 
im Ä^, mit dem Unterschiede, daß zwischen ihnen nicht 
die Identitäten der Ebenenkoordinaten im 2^4 bestehen. 

Wir weisen noch kurz darauf hin, inwiefern sich 
unsere symbolischen Koordinaten durch Zahlen ersetzen 
lassen. 

Es seien durch Po drei Strahlen ^^ , g^ und g^ ^ ^^ 
— Xg2 = gegeben. Wir nennen g^ und jr^ die Grund- 
strahlen. Man kann nun zu gx bezüglich g^ und g^ den 
harmonisch-konjugierten Strahl durch Po konstruieren und 
diese Konstruktion, die immer ausführbar ist, analytisch 
verfolgen. Man erhält dann als Oleichung des vierten 
Strahles 

Unter diesen vier Strahlen kann man wieder drei 
wählen und die harmonische Konstruktion so anwenden, 
daß man einen neuen, fünften Strahl durch Pq erhält. 
(Vgl. hinüber Olebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geo- 
metrie, 2. Band.) Durch systematische Anwendung der 
harmonischen Konstruktion ergeben sich dann, wenn wir 
für X eine beliebige Zahl setzen, alle Strahlen g^ -f a^2 = , 
wo o wieder eine willkürliche Zahl ist. 

Es erscheint also im Sürahlenbüschel durch Fixierung 
dreier Strahlen, etwa für A = , 1 , 00 , jedem Strahle eine 
Zahl zugeordnet. Hierdurch können wir aber auch schon 
die Dreieckskoordinaten als Zahlen denken. Ist g^g^g^ 
{P^P^P^) das Fundamentaldreieck, so haben wir in der 
Koordinatenebene die drei Büschel Pj , P^ , P3 ; in jedem 
derselben sind zwei Strahlen bereits gegeben, nämlich die 
Seiten des Fundamentaldreiecks. Ihnen ordnen wir 
und 00 zu in jedem der Büschel. !N^un braucheix wir iii 
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jedem Büschel noch einen dritten Strahl, den „Einheits- 
strahl". Wir erhalten ihn am einfachsten, wenn wir einen 
Punkt, den „Binheitspunkt", mit den drei Scheiteln der 
drei Büschel verbinden. Wie leicht zu zeigen, sind dann 
unsere oben definierten Koordinaten eines Punktes Pq 
nichts anderes als die Boppelverhältnisse der drei Strahlen- 
quadrupel, welche entstehen, wenn wir jeden P< mit den 
beiden anderen Fundamentalpunkten, dem Einheitspunkt 
und Po verbinden. 

Durch die Einführung der Zahlen in die analytische 
Geometrie wird aber eine weitere Spezialisierung derselben 
gefordert, als deren Ursache die Endlichkeit des Bereiches 
unserer Sinnestätigkeit auftritt. Wenn wir nämlich ver- 
suchen, so wie im Strahlenbüschel die einzelnen Strahlen, 
auf der Geraden die einzelnen Punkte durch Zahlen zu 
fixieren, stoßen wir auf verschiedene Möglichkeiten. Die 
Fixierung geschieht am einfachsten dadurch, daß wir die 
betreffende Gerade g in Beziehung zu einem schon 
„numerierten" Strahlenbüschel bringen. Wir schneiden g 
durch ein Büschel, in welchem zu jedem Strahl gx eine 
Zahl X gehört und ordnen auf g dem Schnittpunkte {gxg) 
die Zahl A zu. Selbstverständlich darf das Zentrum des 
Büschels nicht auf g liegen. Die weitere Ausführung 
dieser Zuordnung führt dann auf das Parallelenaxiom und 
zur Spezialisierung der Geometrie in elliptische, parabolische 
und hyperbolische Geometrie, worauf aber hier nicht 
weiter eingegangen werden soll. 

Diese Ausführungen sollen gezeigt haben, daß durch 
die symbolische Schreibweise tatsächlich der einfächste 
Vorgang dargestellt wird, geometrische Konstruktionen 
mathematisch zu verfolgen, was ja die Hauptaufgabe der 
„analytischen Geometrie" ist. 
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bearbeitet von 



Professor Dr. Hermann Schubert 
und Oberlehrer Adolf Schumpelick 

beide an der Qelehrtenschule des Johanneums in Hamburg 

Zugleich fünfte Auflage von Schuberts Saminlung von Aufgaben us«^ 

Erstes Heft: Fflr mittlere Klassen 

.Gr, 8'=', ym, 199 Seiten. Preis: broach M. 1.80, m Lwd, geb.M, 2.25 J 

Refiiltate hierzu; broschiert 60 Pf. 

Zweites Heft: Für obere Klassen 

Gr 8". VI, 234 Seilen. Preis : brosch. M. 2.80, m Lwd. geb, ^' 
Resultate hierzu: broschiert IM. 

Als Herr Professor Schubert vor nunmehr 25 Jahre ^ 
System der Ariihmetik, das den Aufbiu der Begriffe und F 
der Arithmetik nach dem Hankeischen Prinzip der Ausi 
losigkeit konsequent vollführt, dt-r Öffentlichkeit iibergP' 
es eins der ersten Lehrbücher, das diesen Aufbau strc 
doch in einer auch dem Schüler verständlichen Form 
Natürlich hat die vorliegende fünfte Auflage seines Buches /^S 
ursprünglichen Charakter beibehalten. Damals mußten, am 
sieht auf die behördlichen Verfügungen, die Vorbereitung 
Differentialrechnung einem Anhang einverleibt werden. Jet. 
wo die F. Kleinsche Reformbewegung den arilhmettscKen 
rieht beherrscht, konnte die Vorbereitung auf die höhere M. 
matik in einem besonderen Abschnitt vorgenommen werden, 
die Eigenart des Schubertschen Buches, den Gedankenkre 
der Gymnasiasten durch Bezugnahme auf die Antike nähet 
treten, ist hier beibehalten. Andererseits gebot der Fortsch^ 
der Technik und der Physik, die zahlreichen Aufgaben selbst - 
modernisieren. Deshalb verband sich der Verfasser mit Herrn' 
Oberlehrer Schumpelick, dessen Vt-rdienst es ist, das Buch erstens 
dem modernen Verkehrsirben, zweitens den modernen Bestre- 
bungen für Reform des matnematischen ünterrichls auch an 
Gymnasien in glücklicher Weise angepaßt zu haben. 
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Elemente der Stereometrie 

von 

Prof. Dr, Gustav HolzmiiUer. 

Band I: Die Lehrsätze und Kotistruktiotieti. Mit 282 Figuren. 

Preis brosch. M, 6.—, geb. M, 6.60, 
„ II: Die Berechtiutig einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis brosch. M. 10—, geb. M. 10.80. 
„ III: Die Untersucliuiig und Konstruktion schwierigerer 

Rautngebiide. Mit 126 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, 

geb. M. 9.80. 
„IV: Fortsetzung der schwierigeren üntersuchnngen. 

Mit 89 Figuren. .Preis brosch. ,M. 9.—, geb. M. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art d.istehen, denn in so um- 
fassender und gründlicher Weise ist die Stereometrie noch nicht behandelt 
worden. Das Wort .etenientar" ist dabei so zu nehmetj, daQ die höhere 
Analysis und im allgemeiiten auch die analytische Raumgeometrie ausge- 
schlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie in den Kreia 
der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Geometrie, erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind 
streng konstruiert und fast jede ist etn Beispiel der darstellenden Geometrie, 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereometrie weit 
über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen nuifangreichcs Übungs- 
material, betont die Konstruktion tind die Berechiiunj? gleichmäßig und wird 
an Vielseitigkeit und Gediegenheit dca Inhalts wohl von keineta der 
hervorragenderen LetirbQcher erreicht* 
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